LXXII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
7 kwietnia 2021 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Dana jest dodatnia liczba catkowita k& > 2. Niech pi,ps,..., Pk
beda k najmniejszymi liczbami pierwszymi i niech N bedzie ich iloczy-
nem. Wykazaé, ze w zbiorze {1,2,..., N} doktadnie polowa elementéw
jest podzielna przez nieparzyscie wiele sposrod liczb py, ..., pk.

Przyktad. Mamy p, = 2, po = 3, p3 = 5, a zatem dla k = 3 jest N =
2-3-5 = 30. Liczba 12 dzieli si¢ przez 2 i przez 3, zatem jest podzielna
przez parzyscie wiele sposrod liczb pq, pa, ps3.

Rozwigzanie:

Niech i € {1,2,..., %} Zauwazmy, ze liczba % jest nieparzysta, a
zatem 2 | i < 215 —i—i Ponadto dla j = 2,3, ...,k liczba p; dzieli
&, wiec pj | i < p; | 5 +i. W takim razie hczba hczb D1, D2, - -+ Dk
dzielacych ¢ r6zni si¢ od liczby liczb py, ps, ..., pr dzielacych % +1i0
doktadnie jeden — w takim razie jedna z liczb 1, % + ¢ dzieli sie przez
nieparzyscie wiele sposrod liczb py, pa, . .., pi, a druga nie.

Wobec tego taczac liczby ze zbioru {1,2,3,..., N} w pary postaci
7, % +idlac=1,2,...,5 N widzimy, ze dokiadnle polowa z nich dzieli
si¢ przez nieparzyscie wiele sposrod py, pa, - . ., Pk O]

2. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Dla kazdej pary liczb catko-
witych 7,5 spetniajacych 0 < ¢ < j < n dana jest liczba rzeczywista
f(i,7), przy czym spelnione sa warunki:

e f(i,1) = 0 dla wszystkich liczb catkowitych i speliajacych 0 < i <
n;

e 0< f(i,0) < 2max(f(i,5), f(4, k), f(k,1)) dla wszystkich liczb cal-
kowitych 1, 7, k, [ spetniajacych 0 <1 < j <k <l < n.

Udowodnié¢, ze
n

f£0,n) <23 f(k—1,k).

k=1

Rozwiazanie:

Uktad liczb f(i,7) dla 0 < i < j < n spelniajacy zalozenia zadania
bedziemy nazywac¢ dobrym uktadem. Przeprowadzimy dowod indukcyj-
ny ze wzgledu na n. Dla n = 1 nalezy dowiesé, ze f(0,1) < 2f(0,1), co
jest prawda, gdyz f(0,1) > 0 na mocy zalozen zadania.

Niech n > 2 i zatézmy, ze dla kazdego m < n — 1 i kazdego dobrego
uktadu liczb ¢(i,7), gdzie 0 < i < j < m spelniona jest teza zadania.
Rozwazmy dobry uktad f(i,7), 1 < i < j < n. Nalezy dowies¢, ze
f(0,n) < 28, gdzie S = Y}_, f(k — 1,k). Zauwazmy, ze z definicji S
mamy f(k—1,k) < Sdlal<k<n.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy f(0,1) > g Woéwcezas

f(0,n) < 2max(f(0,0), f(0,1), f(1,n)) = 2max(f(0,1), f(1,n)).

Mamy f(0,1) < S. Ponadto S3p_, f(k—1,k) = S — f(0,1) < 2, zatem
z zalozenia indukecyjnego zastosowanego do dobrego uktadu liczb f(i 4+
1,j+1),0 <i < j < n—1lotrzymujemy f(1,n) < 2-37_, f(k—1,k) < S.

Zatézmy teraz, ze f(0,1) < g Istnieje wtedy liczba 1 < £ < n—1

taka, ze
S {41

Zf( —1,k) 5 Zf —1,k).
0),

Wystarczy dowiesé, ze liczby f(0,
wowczas

(€+ 1,n) nie przekraczaja S, gdyz

£(0,n) < 2max(£(0,0), f(¢,0+ 1), f(£ +1,n)) < 2S.

Jesli £ = n — 1, wystarczy wykazaé, ze f(0,n — 1) < S. Wynika to z
zalozenia indukcyjnego zastosowanego do dobrego uktadu liczb f(3, j)
dla 0 < 7 < j < n — 1. Pozostaje rozwazy¢ przypadek 1 < £ < n — 2.
7Z zatozenia indukcyjnego zastosowanego do dobrego uktadu f(z, 5), 0 <
1 < 7 < L oraz z wyboru liczby ¢ otrzymujemy

¢
<23 flk- LK) <

Z zalozenia indukcyjnego zastosowanego do dobrego uktadu f(¢ + 1 +
i,0+147), gdzie 0 <i<j<n-—{—1, oraz z wyboru ¢ otrzymujemy



rowniez
041

f(l+1,n) < QZf —1k_25—22f —1,k) < S.

k=042

]

3. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w. Punkt P lezy na okregu
w i jest rézny od punktow A, B, C. Proste AP i BC nie sg réwnolegte i
przecinajg sie w punkcie D. Podobnie proste BP i AC przecinajg sie w
punkcie F, zas proste C'P i AB przecinaja sie w punkcie F'. Niech punkt
X bedzie rzutem D na prosta przechodzaca przez srodki odcinkéw AP
i BC, punkt Y rzutem E na prostg przechodzaca przez srodki odcin-
kow BP i AC, zas punkt Z rzutem F na prosta przechodzgca przez
srodki odcinkow C'P i AB. Punkt @ jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie XY Z. Dowiesé, ze wszystkie punkty ) odpowiadajace roznym
potozeniom punktu P na w, leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Oznaczmy $rodek okregu w przez O. Oznaczmy sSrodki odcinkow
BC,CA, AB, AP, BP,CP przez odpowiednio K, L, M, K', L', M'. Niech

— —_— S — =
G bedzie takim punktem, ze OG = i(OA + OB+ O0C + OP). Wowcezas
— — — — — — —
OG = 3(3(OB + OC) + 3(0A 4+ OP)) = 3(OK + OK’), wigc G jest
srodkiem odcinka K K’. Analogicznie dowodzimy, ze G jest $srodkiem
odcinkow LL' i MM’.

Punkt symetryczny do O wzgledem G oznaczmy przez O'. Udowod-
nimy teraz, ze punkt X lezy na okregu o $rednicy O'G. Rozwazmy naj-
pierw przypadek, w ktéorym O = K. Wtedy O’ = K' i SOK'D = 90°,
wiec X = O' i w szczegdlnosci X lezy na okregu o srednicy O'G. Po-
dobnie dowodzimy, ze gdy O = K', to X = O'. Zalézmy teraz, ze O #
K,0 # K'. Woéwczas takze O' # K, O' # K', a czworokat OKO'K' jest
réwnoleglobokiem (zwré¢émy znowuz uwage na to, ze punkty O, K, K’
nie sg wspotliniowe, gdyz woéwczas bytoby BC' | OK = OK' 1. AP skad
BC' || AP wbrew zatozeniom zadania). W takim razie O'K’ || OK L BC
i O'K || OK' L AP. Stad proste KO' i K'O’ sa prostopadte odpowied-
nio do prostych DK’ i DK (o ile D nie pokrywa si¢ z K i K'), wigc O’
jest ortocentrum tréjkata DK K'. Zatem rzuty punktéw D, O" na KK’
sie pokrywaja. Wnioskujemy, ze w tym przypadku X lezy na okregu o

srednicy O'G. Wreszcie, jesli D pokrywa sie z K badz z K', to X = D
i w obu przypadkach O'X 1 XG.

Analogicznie rozumujgc dowodzimy, ze Y i Z lezg na okregu o $rednicy
O'G. Stad wniosek, ze @ jest srodkiem O'G. W takim razie

33— — 3 — — = —

Z(OK+0K') = 2(0B+0C+0A+0P) =
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) . L = 3 =3 A
przy czym T jest takim punktem ptaszczyzny, ze OT = (OB + OC' +
—
OA). Wobec tego T_Cj = %O—P), w szczegblnosci TQ) = gR, gdzie R
jest promieniem okregu w. Punkt ) lezy wiec na okregu o érodku 7' i
promieniu %R.
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8 kwietnia 2021 r. (drugi dzien zawodéw)

4. Udowodni¢, ze dla kazdej pary dodatnich liczb rzeczywistych a,b
oraz dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nieréwnos¢

2" —12

(a—i—b)n—an—bn}W

-ab(a + b)" 2.

Rozwiazanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny ze wzgledu na n. Dla n = 1 obie
strony nieréwnosci sa réwne 0, dla n = 2 obie strony nieréwnosci sa
rowne 2ab, a dla n = 3 obie strony nieréwnosci sa réwne 3ab(a + b).

Ustalmy a,b > 0 i zalézmy, ze dla pewnego n > 3 mamy

2" —2

(a+b)" —a" =" > — =

-ab(a + b)" 2.

Mnozac te nieréwnos¢ stronami przez liczbe dodatnig a+b otrzymujemy

2m =12

(a+b)"*t —a" ™ — "t —ab(a™ 0" > TR ab(a + b)" L.
Wobec tego
2" — 2
(a+0b)" —a™™ =" > ab(a™ ! + 0" + TR ab(a + b)" 1.

Aby zakonczy¢ dowdd indukeyjny wystarczy sprawdzié, ze

2m—2 e ontl _ 9
on—2 ' ab(a + b) 1 > on—1

ab(a™ '+ b"h) + -ab(a +b)" 1.

Odejmujac od obu stron liczbe 222—:22 - ab(a + b)"~! otrzymujemy réwno-
wazng postac

ontl 9  onm 2 w1 abla+Db)"?
2n—1 B 2n—2 ) ) ab(a + b) - 2n—2

ab(a™ '+ 0" > (

Dzielac obie strony nieréwnosci przez liczbe dodatnig 2ab a nastepnie
wyciggajac pierwiastek stopnia n — 1 otrzymujemy réwnowaznie

. anfl_kbnfl S a+b
\ 2 -2

Ta nieréwnos¢ jest prawdziwa — jest to nieréwnos¢ miedzy srednia po-
tegowa stopnia n — 1 i Srednig arytmetyczng. O]

5. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF, w ktérym SFAB +
IBCD + $DEF = 360° oraz YAEB = J$ADB. Zalézmy, ze odcinki
AB i DFE nie sg rownolegte. Wykazac, ze $rodki okregéw opisanych na
trojkatach AFE, BCD i punkt przeciecia prostych AB i DFE leza na
jednej prostej.

Rozwiazanie:

W' niniejszym rozwigzaniu przyjmujemy nastepujaca konwencje:
JK LM oznacza kgt skierowany, czyli kat o jaki nalezy obrécié¢ péipro-
sta LK wokot punktu L przeciwnie do kierunku ruchu wskazowek zegara
tak, by naltozyta si¢ ona na poétprosta LM. Rachunki na katach wyko-
nujemy z doktadnoscia do wielokrotnosci 360°. (Tak wiec na przyktad
SKLM =360°—SMLK = —-3IMLK.)

Niech X bedzie punktem przeciecia prostych AB i DE. Dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze punkty B, D leza na odcinkach odpowiednio AX,
EX.

Oznaczmy okrag opisany na tréjkacie EF A przez w. Niech B’ bedzie
takim punktem lezacym na prostej XA, ze IXB'E = JAFE. Wow-
czas B’ lezy na w. Podobnie, gdy D’ jest takim punktem lezacym na
prostej XE, ze SAD'X = JAFE, to D' lezy na w. Zauwazmy, ze
skoro $ADB = JAEB oraz punkty D, E leza po tej samej stronie
prostej AB, to punkty A, B, D, E leza na jednym okregu. Wobec tego
SXBD = SAEX = $XB'D', co oznacza, ze BD || B'D'.

Niech O; bedzie érodkiem w, a O sSrodkiem okregu opisanego na troj-
kacie BC'D. Mamy

¥B'O\D' = $B'O\F + $FO,D' = 23X AF + 23FEX =
= 2(360° — $DCB) = 23 BCD = $BO,D.



Wobec tego tréjkaty réwnoramienne B'O1 D" i BO,D sa podobne, a
skoro ich odpowiadajace sobie boki B’D’ 1 BD sg réwnolegtle, to trojka-
ty te albo sa jednoktadne albo jeden z nich powstaje z drugiego przez
przesuniecie o niezerowy wektor albo sie pokrywaja. W pierwszym przy-
padku proste 0104, BB', DD’ przecinajg sie w $rodku jednoktadnosci
przeksztatcajacej jeden trojkat na drugi, skad dostajemy teze. Drugi
przypadek nie moze zajsé¢, bo wtedy proste BB, DD’ bylyby réwno-
leglte, a wiemy, ze nie sa, bo przecinaja si¢ w punkcie X. W trzecim
przypadku O; pokrywa sie z O, i teza zadania jest oczywista. O]

6. Dana jest liczba catkowita d > 2 oraz okrag w. Jas narysowat
pewng skonczong liczbe cigciw okregu w. Spetniony jest przy tym waru-
nek: kazdy koniec kazdej narysowanej cieciwy jest koncem co najmniej d
roznych narysowanych cieciw. Dowies¢, ze istnieje narysowana cieciwa,
ktora przecina co najmniej % innych narysowanych cieciw. Przyjmuje-
my, ze cieciwy o wspolnym konicu przecinajg sie.

. Uwaga: Dowdd, ze pewna narysowana cieciwa przecina co najmniej
d

% innych narysowanych cigciw bedzie nagradzany dwoma punktami.

Rozwiazanie:

Oznaczmy konce cigciw narysowanych przez Jasia przez
Ay, Ay, ... Ay, przy czym numeracje dobieramy tak, ze Aj, Ag, ..., Ay
leza w tej kolejnosci na okregu w.

Dla kazdej cieciwy A;A; definiujemy jej diugosé, jako |i — j|. Sposréd
wszystkich narysowanych cieciw dtugosci wiekszej od g rozwazmy te
cieciwe, ktéra ma najmniejsza dtugosé (jesli jest kilka takich, rozwazamy
dowolna z nich). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze jest to cieciwa Ay Ay,
przy czym 1 < k < £ < t. Wykazemy, ze Ay A, przecina wiecej niz %
innych narysowanych cieciw.

Rozwazmy punkt A,,, przy czym k+1 < m < —1 i rozwazmy cieciwe
A Apin, ktora nie przecina ApAy,. Wowezas k+1 < m+n < £ —1
oraz n # 0, a ponadto —g <n < g, gdyz w przeciwnym razie cieciwa
A At miataby diugosé wigksza od g i mniejsza od ¢ — k, whrew
wyborowi cieciwy AiA,. W takim razie —min(m — k — 1, {gJ) <n <
min({ — 1 — m, EJ) Stad wniosek, ze jest co najwyzej min(m — k —

1, {%J )+min({—1—m, {%J) cieciw o koncu A,,, ktére nie przecinaja Ay Ay.

W takim razie co najmniej d —min(m —k —1, gJ) —min({—1—m, gJ)
cieciw o koncu A,, przecina AyA,. Ponadto A;A, ma wspolny koniec
Ay 7 co najmniej d — 1 cieciwami sposrod ktérych co najwyzej EJ jest
postaci AyA,, dla k4+1 < m < ¢ — 1 oraz wspdlny koniec A, z co
najmniej d — 1 innymi cieciwami, spoérod ktorych co najwyzej {%J jest
postaci Ap,Ap dlak+1<m<l—1.

Podsumowujac, liczba cieciw przecinajacych A, A, wynosi co najmniej

2M—L—EP+§§(d—mMm—k—L{ﬂ)—mm@—l—mw;p>

m=k+1

il g -

> (|g|+va-25)+ EJ+ 4] a2

o Gedli2 | d,
L+ jedli2fd.

W obu przypadkach otrzymana liczba jest wieksza od %. O



Uwaga. Otrzymane wyzej szacowania sa najlepsze mozliwe, o czym
swiadczy przykitad d + 1 punktéw na okregu potaczonych wszystkimi
mozliwymi cigciwami.

Uwaga. Istnienie cigciwy, ktéra przecina sie z wiecej niz % cieciwa-
mi mozna uzasadni¢ podobna metoda w sposéb nastepujacy. Sposrod
wszystkich cieciw dtugosci wiekszej od % wybierzmy jedna z tych o naj-
mniejszej dtugosci. Niech bedzie to cieciwa Ay Ay, przy czym k < (. Dla
kazdego kK + 1 < m < £ — 1 istnieje co najwyzej % cieciw o koncu A,,
nieprzecinajacych Ay A, (jedynymi potencjalnymi kandydatami na takie
cieciwy sa A, Apin, gdzie —% <n < % in # 0). Pozostate cieciwy o kori-
cu A,, muszg przecina¢ ApA,. Takich cieciw jest co najmniej d — % = g.
W takim razie liczba cieciw przecinajacych A, A, majacych jeden koniec
wérod wierzchotkéw Ay, Agyo, ..., Ag_1 to co najmniej (¢ — k —1) - %.
Oprécz tego jest co najmniej d — (¢ — k) cieciw o koncu Ay, ktoérych nie
uwzgledniliSmy w powyzszym zliczaniu — razem otrzymujemy wiec co
najmniej
(
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cieciw przecinajacych AgAy.



