LXXIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
I seria: do 15 pazdziernika 2021 r.

1. Niech a, b bedg liczbami rzeczywistymi spelniajacymi warunek a +b = 1.
Udowodni¢ nieréwnosé
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2. W tréjkacie ABC' punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Punkt X
lezy na odcinku AB, przy czym spetiony jest warunek < AIX = 90°. Okrag
opisany na trojkacie BI X przecina okrag opisany na tréjkacie ABC' w punk-
cie Y roznym od B, lezacym po tej samej stronie prostej AB co punkt C.
Wykazaé, ze prosta Y X jest dwusieczng kata AY B.

3. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, b, c, przy czym b > ¢ oraz a > 1.
Udowodni¢, ze liczba a”* — jest podzielna przez liczbe a® — ac.

4. Jadzia ma kostke w ksztaltcie czworoscianu foremnego o krawedzi dtugo-
$ci n oraz ma do dyspozycji n? naklejek w ksztalcie trojkatéw réwnobocznych
o boku dtugosci 2. Chciataby oklei¢ kostke naklejkami, zginajac je w razie po-
trzeby, w taki sposob, by kazdy punkt na jej powierzchni byt przykryty przez
przynajmniej jedna naklejke. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite
n, dla ktorych Jadzia moze to zrobi¢.

Uwaga: W tym roku szkolnym zadania zawodoéow pierwszego
stopnia OM bedqg publikowane sukcesywnie: pierwsza seria 1 wrze-
$nia 2021 r., druga seria 1 paidziernika 2021 r., a trzecia seria
25 pazdziernika 2021 r.

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

15 pazdziernika 2021 r.
(decydugje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwqg i adresem szkoly.



LXXIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
II seria: do 8 listopada 2021 r.

5. Dane sg dodatnie liczby calkowite a,b < 22921, Zatézmy, ze dla pewnej

liczby catkowitej m > 2021 liczba a™* jest podzielna przez b™, a liczba b™ ™!
jest podzielna przez a™. Dowiesé, ze a = b.

6. Dana jest funkcja kwadratowa f oraz parami rozne liczby rzeczywiste
x,y, z, dla ktérych f(x) = yz, f(y) = zz, f(2) = zvy. Wyrazi¢ jawnie wartosé
f(z+y+ 2) w zaleznosci od z,y, z.

7. W kazdym wierzchotku 2021-kata foremnego siedzi tresowana pchta. Kaz-
dej przekatnej tego wielokata przypisano numer bedacy dodatnig liczbg cal-
kowita, przy czym roéznym przekatnym przypisano rézne numery. Na sygnat
tresera pchty zaczynaja skaka¢ wzdtuz przekatnych od wierzchotka do wierz-
chotka. Przestrzegaja one nastepujacej reguty: przed kazdym skokiem kazda
pchia sprawdza, ktére przekatne majace koniec w jej obecnym potozeniu
majg wiekszy numer od wszystkich przekatnych wzdtuz ktoérych ta pchta do-
tychczas skoczyta, sposrod nich wybiera te o najnizszym numerze i skacze
wzdtuz niej; jesli takich przekatnych nie ma, pchta przestaje skakaé. Wyka-
zac, ze kazda pchla zatrzyma sie w innym wierzchotku.

Uwaga: W jednym wierzchotku moze znajdowaé si¢ wiele pchet réwno-
czesnie. Kazda pchta moze odwiedzaé wielokrotnie ten sam wierzchotek.

8. Dany jest trojkat ABC. Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu A na
prostg BC', a punkt E jest rzutem prostokatnym punktu D na prostg AC.
Punkt M jest érodkiem boku AB. Dowies¢, ze V2 -EM < AB.

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

8 listopada 2021 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwqg i adresem szkoly.



LXXIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego
IIT seria: do 30 listopada 2021 r.

9. Dana jest liczba pierwsza p. Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele do-
datnich liczb catkowitych n, dla ktérych liczba 23" —n jest podzielna przez p.

10. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz parami rézne dodatnie liczby
rzeczywiste a, b, ¢ spetniajace rownosé
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Dowies¢, ze
a™ — b b — " "t —a" n

qntl — pn+l + pnt+l — o+l + cntl — gntl < n 4+ 1
11. Dany jest trojkat prostokatny ABC'. Punkt D jest rzutem prostokatnym
punktu C' na przeciwprostokatng AB. Punkty [ i J sg $rodkami okregow
wpisanych odpowiednio w trojkaty ADC i BDC'. Prosta ¢, rézna od AB,
jest styczna do obu tych okregéw, przy czym okregi te leza po tej samej
stronie prostej £. Punkty P i () sa punktami przeciecia prostej £ odpowiednio
z bokami AC'i BC. Udowodni¢, ze pieciokat C' PIJ() mozna wpisa¢ w okrag.

12. Dane sg dodatnie liczby catkowite k, n tej samej parzystosci. Na okregu
zaznaczono 2n punktow. Narysowano k cieciw tego okregu o obu koncach
wsrod zaznaczonych punktéw, przy czym kazdy punkt jest koncem niepa-
rzyscie wielu cieciw. Kazdemu z zaznaczonych punktéw chcemy przypisacé
jeden z numeréw 1,2, ..., 2n, przy czym réznym punktom chcemy przypisacé
rozne numery. Punkt A nazwiemy cudownym, jesli liczba cieciw taczacych A
z punktami o numerach mniejszych od numeru A jest parzysta. Wykazac,
ze numery mozna przypisa¢ w taki sposob, aby doktadnie n punktéw byto

cudownych.

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

30 listopada 2021 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwqg i adresem szkoly.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa pomorskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego,
ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa $laskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego,
ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddztwa matopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow.

Dla wojewddztwa lubelskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematyczne;j

— Zaklad Rachunku Prawdopodobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki Uniwer-
sytetu Marii Curie-Sktodowskiej,

pl. Marii Curie-Sklodowskiej 1, 20-031 Lublin.

Dla wojewodztwa 16dzkiego i $wietokrzyskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Ma-
tematycznej — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego,
ul. Banacha 22, 90-238 L.6dz.

Dla wojew6dztwa wielkopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza,
ul. Uniwersytetu Poznanskiego 4, 61-614 Poznan.

Dla wojewddztwa podkarpackiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyczno—Przyrodniczy, Uniwersytetu Rzeszowskiego
ul. Pigonia 1, 35-310 Rzeszéw.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: Komitet Okregowy Olim-
piady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego,
ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewédztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
— Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego: Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk,
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewo6dztwa dolnoslaskiego i opolskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé
w Internecie pod adresem: https://om.mimuw.edu.pl
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