LXXIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

1. Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi spetniajacymi warunek a + b = 1. Udowodni¢ nieréwnosé
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Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie:

Sposéb 1. Z réwnosci danej w treéci zadania obliczamy b = 1 — a. Mamy zatem a® +b = a®> —a+ 1 oraz
V+a=(1-a)?+a=1-2a+a*+a=a*—a+ 1. Zapisujac trjmian kwadratowy a* — a + 1 w postaci
kanonicznej otrzymujemy a® —a + 1 = (a — 3)* + 3. Wynika stad, ze a> —a + 1 > 2. Ostatecznie,

(@4 D)2 +a) = (—a+1)?2> (i)z .

Sposob 2. Zauwazmy, ze

(a®> +0)(b* + a) = a®b* + a® + b* + ab = a®b* + (a + b)(a® — ab + b?) + ab =
=a’’ 4+ a® —ab+b* + ab = a*V* + a® + b* =
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Sposob 3. Podobnie jak w sposobie drugim dowodzimy, ze lewa strona nieréwnosci jest rowna liczbie
a?b? + a® + b%. Do obu stron nieréwnoéci dodajemy 1, mamy wiec udowodnié, ze
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Ta nier6wno$c¢ jest szczegdlnym przypadkiem nierownosci Cauchy’ego-Schwarza: dla dowolnych liczb rze-
czywistych xq, 2o, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Yn zachodzi nieréwnosé

(@ +ay+ . ap) (Y + v+ ) > (g g+ Tay)
Rzeczywiscie, przyjmujac n =5, 21 =a, Yo =0, o = T3 =Ty = T5 = Y1 = Y3 = Yy = Y5 = % otrzymujemy
2 2 2 2 2 2 2 2
() () ) (O G+ 6+ )
2 2 2 2 2 2 2 2
>2

>( Loy
/au— .
2

N | =
N | —
N | —
N |
N | —

Loyl
2 2
czyli

a+b 3)2_25

2 2 > e _ =Y

gdyz a+b=1.



2. W trojkacie ABC punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego. Punkt X lezy na odcinku AB, przy
czym spetiony jest warunek <AIX = 90°. Okrag opisany na tréjkacie BIX przecina okrag opisany na
trojkacie ABC' w punkcie Y réznym od B, lezacym po tej samej stronie prostej AB co punkt C. Wykazac,
ze prosta Y X jest dwusieczng kata AY B.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Mamy SAY B = SACB, jako ze katy te oparte sa na tym samym tuku AB okregu opisanego na
trojkacie ABC. Wystarczy zatem pokazaé, ze XY B = %%(AC’B.

Zauwazmy, ze XY B = JXIB, jako ze katy te sa oparte na tym samym tuku okregu opisanego
na tréjkacie BIX. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, wiec proste Al i Bl sa
dwusiecznymi katéw BAC i CBA. W takim razie $BAI = %&BAC i YIBA = %<)CBA. Stad i z tego,
ze suma katow dowolnego trojkata wynosi 180°, otrzymujemy

JIXIB =180°— SIBA — SBAI — SAIX = 180° — ;§ECBA — ;%(BAC —90°
1 1
=3 (180° — JOBA — %(BAC) - §<)ACB.

A

Ostatecznie,

IXVB = IXIB = ;mcg,

co konczy dowdd.

Uwaga. Zatozenie, ze punkt Y lezy po tej samej stronie prostej AB co punkt C'; mozna pominaé¢ w tresci
zadania. Okazuje sie bowiem, ze tak wlasnie jest dla dowolnego tréjkata. Aby to uzasadnié¢ przeprowadzi-
my dowod nie wprost: przypusémy, ze punkty Y i C lezg po réznych stronach prostej AB. Korzystajac
dwukrotnie z tego, ze w czworokacie wpisanym w okrag suma dwoéch przeciwlegtych katéw wynosi 180°,
otrzymujemy ¥BY A = 180° — $ACB oraz $BY X = 180° — 4XIB = 180° — %#AC’B. (Uzylismy tu-
taj udowodnionej w rozwigzaniu réwnoéci $XIB = %%ACB . W jej dowodzie nie wykorzystywalismy w
zaden sposob zalozenia o polozeniu punktu Y.) Z tych réwnosci wynika, ze $BY X > 4 BY A. Z drugiej
strony, X lezy wewnatrz kata BY A, wiec zachodzi nieréwnosé przeciwna: $BY X < < BY A. Otrzymana
sprzecznos¢ konczy dowod nie wprost.

3. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, przy czym b > c oraz a > 1. Udowodni¢, ze liczba a — a”
jest podzielna przez liczbe a® — a.

Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwiazanie:

Ze wzoru skroconego mnozenia

"yt = (r—y) (" " Ryt Ry



wynika, ze jesli x,y,n sa dodatnimi liczbami catkowitymi speliajacymi warunek x > vy, to liczba 2™ — y”
jest podzielna przez x — y.
Rozwiazanie dokonczymy na dwa sposoby.

Sposéb 1.
Zauwazmy, ze
ab2 o GCQ — ab2 o abc + abc o (162 — ((ab)b _ (ac)b> + ((ab)c o (ac)c) )
7 powyzszej obserwacji dla x = ab,y = a® oraz n = b wynika, ze liczba (a®)® — (a¢)® jest podzielna przez
a® — a°. Podobnie liczba (ab)¢ — (a)¢ jest podzielna przez a® — a°. Liczba a?” — a¢ jest zatem podzielna

przez a’® — a¢ jako suma dwdch liczb podzielnych przez te liczbe.

Sposob 2.
. . _ 2 2 2 2_ .2 . 2 T
Zauwazmy, ze a® — a® = a®(a®~¢—1) oraz a® —a® = a (a” =< —1). Skoro ¢ < ¢, to liczba a¢ dzieli sig
c , . . . . e s . . b2—02 . . . b—c
przez a®. Do zakonczenia rozwiazania wystarczy wiec dowiesé, ze liczba a — 1 dzieli si¢ przez a”~¢ — 1.
Mamy

b2 —c?

a 1= a(bfc)(b%»c) 1= (abfc)b+c . 1b+c’

b—c b—c

wiec liczba ta dzieli sie przez a’~¢ — 1 na mocy poczatkowej obserwacji zastosowanej do liczb z = a’~¢,

y=1lin=0b+c.

4. Jadzia ma kostke w ksztalcie czworo$cianu foremnego o krawedzi dtugosci n oraz ma do dyspozycji
n? naklejek w ksztalcie trojkatéw réwnobocznych o boku dhtugosci 2. Cheiataby okleié¢ kostke naklejkami,
zginajac je w razie potrzeby, w taki sposob, by kazdy punkt na jej powierzchni byt przykryty przez
przynajmniej jedng naklejke. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktorych Jadzia moze
to zrobic.

Autorzy zadania: Yukasz Bozyk i Michat Pilipczuk

Rozwigzanie:

Odpounedz: Jadzia moze oklei¢ kostke zgodnie z warunkami zadania dla wszystkich dodatnich liczb
catkowitych n.

W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujaca obserwacje: jesli m jest liczba naturalng i a > 0, to trojkat
réwnoboczny o boku m - @ mozna podzieli¢ na m? tréjkatéw réwnobocznych o boku a. Aby to dostrzec
wystarczy zauwazyc¢, ze ptaszczyzne mozna wykafelkowaé¢ trojkatami réwnobocznymi o boku a w sposéb
przedstawiony na rysunku, a tréjkat réwnoboczny o boku m - @ mozna umiesci¢ na ptaszczyznie tak, by
przykrywal cate kafelki. Poréwnujac pole duzego trojkata i pola matych trojkatéw widzimy, ze duzy trojkat
przykrywa m? kafelkow.
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Przejdzmy do rozwigzania zadania. Rozwazmy siatke czworo$cianu foremnego o krawedzi dtugosci n
przedstawiona na ponizszym rysunku. Jest ona trojkatem réwnobocznym o boku 2n. Ze wzgledu na moz-
liwo$¢ zginania naklejek, wystarczy oklei¢ naklejkami te siatke. Z obserwacji poczynionej na poczatku



wynika, ze tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci 2n mozna podzielié¢ na n? tréjkatéw réwnobocznych o
boku dtugosci 2 — wystarczy wiec przyklei¢ naklejke na kazdy z trojkatéw o boku 2.

5. Dane sg dodatnie liczby calkowite a, b < 22021, Zatoézmy, ze dla pewnej liczby catkowitej m > 2021

liczba a™*! jest podzielna przez b™, a liczba b™*! jest podzielna przez a™. Dowiesé, ze a = b.
Autor zadania: Rami Ayoush

Rozwiazanie:

Dla zwigztosci zapisu, jesli z jest dzielnikiem y, bedziemy pisaé¢ z | y.

Sposdb 1. Niech d = NWD(a,b). Okreslmy o' = §i b = g. Wéwezas a’ 1 b sg liczbami naturalnymi,
a=add,b=0diNWD(d,b) = 1. Warunek a™ | b™! oznacza, ze (a’)™d™ | (/)™ 1d™"!, a stad dostajemy
(a")™ | (b')™1d. Skoro za§ NWD(d’,b') = 1, to z tej podzielnosci wnioskujemy, ze (a’)™ | d. Wobec tego
(@)™ | d-a = a. Stad i z zalozen a < 229?' i m > 2021 dostajemy

(a/)2022 < ( )m—l—l < Cl 22021

To oznacza, ze a’ < 22021/2022 < 9 Wynika stad, ze @’ = 1. Analogicznie dowodzimy, ze ¥’ = 1. Ostatecznie,
a=dd=dib="bd=d, wiec a =0b.

Sposcb 2. Przeprowadzimy dowdd nie wprost: zalozymy, ze a # b i doprowadzimy do sprzecznosci.

Niech a # b. Wtedy rozktady liczb a i b na czynniki pierwsze sa rézne. To znaczy: istnieje taka liczba
pierwsza p, ze najwyzsza potega p dzielaca a jest rézna od najwyzszej potegi p dzielacej b. Ustalmy taka
liczbe pierwszg p i niech p* bedzie najwyzsza potega p dzielaca liczbe a, a p° — najwyzsza potega p dzielaca
liczbe b. Wtedy k # /.

Przyjmijmy, ze k < ¢ (rozumowanie w przypadku k > ¢ jest analogiczne). Wtedy k£ + 1 < £. Z po-
dzielnogci ™ | a™*! dostajemy p™ | p*m+D. Wobec tego fm < k(m + 1). Mamy wiec szacowania
km+m=(k+1)m < Im < k(m+ 1) = km + k, wigc m < k. Z zalozen zadania mamy m > 2021, wigc
2021 < m < k < ¢ — 1, wobec czego £ > 2022. Skoro liczba b dzieli sie przez pf, to b > pf > p?92? > 22022,
To stoi w sprzecznosci z nieréwnoscig b < 22021, Otrzymana sprzeczno$é koriczy rozwigzanie zadania.

6. Dana jest funkcja kwadratowa f oraz parami rézne liczby rzeczywiste x,y, z, dla ktérych f(z) = yz,
fly) = zz, f(2) = xy. Wyrazié jawnie warto$¢ f(x + y + z) w zaleznosci od z, y, z.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Sposéb 1. Funkcja f jest dana wzorem f(t) = at®> + bt + ¢ dla pewnych liczb rzeczywistych a, b, c.
Roéwnosci dane w tresci zadania mozemy wiec napisaé w postaci ponizszego uktadu réwnan, z ktorego
nastepnie wyznaczymy a, b, ¢ w zaleznosci od z, ¥, 2.

ar® +br +c=yz
ay’> +by +c=zx
az’ +bz+c=uzy



Odejmujac drugie réwnanie od pierwszego otrzymujemy a(z? — y?) + b(z — y) = 2(y — x). Liczby z,y
sg rozne, wiec obie strony tego réwnania mozna podzieli¢ przez x — y. Wykorzystujac wzoér skréconego
mnozenia 22 — y* = (r — y)(x + y) dostajemy zatem a(x + y) + b = —z. Odejmujac trzecie réwnanie
od drugiego i prowadzac analogiczne rachunki dochodzimy do réwnosci a(y + z) + b = —z. Odejmujac
stronami dwa otrzymane réwnania otrzymujemy a(x — z) = z — z. Poniewaz x # z, wiec a = 1. Z réwnosci
a(r +y) + b = —z obliczamy b = —z —a(x +y) = —(x +y + 2). Mamy tez ¢ = yz — ax® — bx =
yz — 2+ (v +y + 2)z =2y + yz + 2.

W takim razie funkcja f dana jest wzorem f(t) =t*> — (x +y + 2)t + zy + yz + zx i wobec tego

f@ty+2)=(@+y+2)? - (+y+2)(v+y+2)+ry+yz+ 20 =0y +yz+ 22

Sposéb 2. Podobnie jak w sposobie pierwszym zapisujemy f(t) = at? + bt + c¢. Réwnosé¢ f(x) = yz
mnozymy stronami przez z i otrzymujemy ax®+bx?+cx = xyz. To znaczy: x jest pierwiastkiem wielomianu
trzeciego stopnia g(t) = at®+bt*+ct—xyz. Analogicznie dowodzimy, Ze y i z sg pierwiastkami wielomianu g.
Liczby z,y, z sg parami rozne, wiec sg to wszystkie pierwiastki wielomianu g. Stad

at® +bt* +ct —ayz = g(t) = a(t — )t —y)(t — 2) = at® — a(z +y + 2)t* + alvy + yz + 22)t — axyz.

Przyréwnujac wspotczynniki stojace przy odpowiednich potegach zmiennej ¢ otrzymujemy nastepujace
rOWnosci:
b=—alx+y+2z2), c=alzy+yz+zx), —rYyz=—azyz.

Jezeli zyz # 0, to z trzeciej rownosci natychmiast wynika, ze a = 1. Jedli zas xyz = 0, to ktoras z
liczb x,y, z jest zerem, a pozostale dwie nie. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze x = 0. Wtedy réwnosé
¢ = a(xy+yz+ zx) oznacza, ze ¢ = ayz, a warunek f(z) = yz daje ¢ = yz. Poniewaz yz # 0, mamy a = 1.

Dowiedli$my, ze w obu przypadkach mamy a = 1. Stad tez b = —(zr +y + 2) i ¢ = 2y + yz + 2x.
Identycznie jak w sposobie pierwszym obliczamy f(z +y + 2) = xy + yz + 2.

7. W kazdym wierzchotku 2021-kata foremnego siedzi tresowana pchta. Kazdej przekatnej tego wielo-
kata przypisano numer bedacy dodatnig liczba catkowita, przy czym réznym przekatnym przypisano rézne
numery. Na sygnal tresera pchly zaczynajg skaka¢ wzdtuz przekatnych od wierzchotka do wierzchotka.
Przestrzegaja one nastepujacej reguty: przed kazdym skokiem kazda pchta sprawdza, ktére przekatne ma-
jace koniec w jej obecnym potozeniu maja wickszy numer od wszystkich przekatnych wzdtuz ktérych ta
pchta dotychcezas skoczyta, sposrod nich wybiera te o najnizszym numerze i skacze wzdtuz niej; jesli takich
przekatnych nie ma, pchta przestaje skaka¢. Wykazaé, ze kazda pchta zatrzyma sie w innym wierzchotku.

Uwaga: W jednym wierzchotku moze znajdowaé sie wiele pchet réwnoczesnie. Kazda pchta moze od-
wiedza¢ wielokrotnie ten sam wierzchotek.
Autorzy zadania: Marta i Michat Strzeleccy

Rozwiazanie:

Sposob 1. Wykazemy, ze teza zadania pozostaje prawdziwa jesli numery przypisano pewnym przekat-
nym, niekoniecznie wszystkim. Przeprowadzimy dowodd indukcyjny ze wzgledu na liczbe przekatnych z
przypisanym numerem.

Baza indukcji: zadnej z przekatnych nie przypisano numeru. Wtedy zadna z pchel nie moze wykonaé
skoku i teza jest oczywista — kazda pchta znajduje si¢ w innym wierzchotku.

Krok indukeyjny: zatézmy, ze teza jest spetniona dla dowolnego przypisania n > 0 numeréw niektérym
przekatnym. Rozwazmy dowolne przypisanie n + 1 numeréw niektérym przekatnym. Rozwazmy przekatna
o najnizszym numerze. Oznaczmy jej konce przez a i b. Zauwazmy, ze pchta znajdujaca sie¢ w wierzchotku
a skoczy wzdtuz przekatnej ab do wierzchotka b, a pchta znajdujaca si¢ w wierzchotku b skoczy wzdtuz ab
do wierzchotka a. Po tych dwéch skokach wcigz kazda pchta znajduje sie w innym wierzchotku. Oczywiscie
nastepne skoki wykonywane przez te dwie pchty nie moga odby¢ si¢ wzdtuz przekatnej ab. Ponadto zadna
inna pchta nigdy nie wykona skoku wzdtuz ab, gdyz jej pierwszy skok musi zosta¢ wykonany wzdtuz
przekatnej o numerze wiekszym od numeru ab. W takim razie mozemy usuna¢ numer przekatnej ab nie
zaburzajac kolejnych wyborow pchet. Po usunieciu numeru przekatnej ab otrzymujemy numerowanie n
przekatnych, wiec z zalozenia indukcyjnego wynika, ze kazda pchta zatrzyma si¢ w innym wierzchotku.



Sposob 2. Zauwazmy przede wszystkim, ze po pewnym czasie wszystkie pchty przestang skaka¢. Wynika
to z obserwacji, ze kazda pchta moze skoczy¢ wzdtuz danej przekatnej co najwyzej raz, a liczba przekatnych
jest skonczona.

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy, ze dwie pchly zatrzymaty sie w tym samym wierz-
chotku. Nazwijmy te pchly A i B. Przyjmijmy, ze pchta A wykonata k skokow, a pchta B wykonata ¢
skokéw. Oznaczmy przez ay,ax_1,ax_o,. .., a1, a9 wierzchotki, w ktéorych pchta A znajdowala sie odpo-
wiednio po 0,1, 2, ...,k skokach. Podobnie, oznaczmy przez by, by_1,bs_s, ..., b1, by wierzchotki, w ktérych
pchta B znajdowata sie odpowiednio po 0, 1,2, ..., ¢ skokach. Dzieki zatozeniu, ze A i B zatrzymaly sie w
tym samym wierzchotku mamy ag = by.

Niech n bedzie najwiekszym wskaznikiem, dla ktorego a,, = b,,a,_1 = b,_1,...,a9 = by. To znaczy:
a, = b, jest najwczesniejszym wierzchotkiem poczawszy od ktorego trasy przebyte przez obie pchty sg
takie same. Oczywiscie 0 < n < min(k, £). Dalsza cze$¢ dowodu rozbijemy na trzy przypadki i w kazdym
uzyskamy sprzecznosc.

1° n =0, tj. pchly przeskoczyty do koncowego wierzchotka ay = by z réznych wierzchotkéw. Bez straty
ogblnosci przyjmijmy, ze numer ajaq jest wiekszy od numeru byby. Wtedy numer przekatnej ajag = a1bq jest
wiekszy takze od numerow wszystkich przekatnych bebys_1, ..., boby, bibg. Tak wiec pchta B po wykonaniu
skoku wzdtuz przekatnej biby moze wykonaé kolejny skok wzdtuz przekatnej bypa;. To przeczy temu, ze B
przestala skakaé po skoku wzdtuz bibg.

2° 0 < n < min(k,?), tj. pchly przeskoczyty do wierzchotka a, = b, z réznych wierzchotkéw, po
osiggnieciu ktorego pchty skakaly dalej wzdtuz tej samej trasy. Bez straty ogolnosci przyjmijmy, ze numer
Qpi10y, jest wiekszy od numeru b,41b,. Jest on wtedy wiekszy od numeréw byby_1,. .., b,11b,. Z drugiej
strony, ze wzgledu na to, ze A skoczyta wzdtuz a,1a, zanim skoczyta wzdtuz a,a,_1, numer a, . a, jest
mniejszy od numeru przekatnej a,a,_1 = b,b,_1. Tak wiec pchta B nie mogta skoczy¢ wzdtuz b,b, 1 —
ma ona numer wigkszy od numeréw bgby_1, ..., b,11b,, ale nie jest to przekatna o najmniejszym mozliwym
numerze sposrod przekatnych o tej wlasnosci. Sprzecznosé.

3° n = min(k, ¢), tj. trasa przebyta przez jedna z pchel catkowicie zawiera si¢ w trasie przebytej przez
druga z pchel. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze k > . Wtedy n = (. Pchta A skoczyta wzdtuz ap.iap
zanim skoczyta wzdtuz aga,_ i, wiec numer ayyqa, jest mniejszy od numeru przekatnej agas_1 = bpby_1.
Wtedy jednak pchta B nie mogta odda¢ pierwszego skoku wzdtuz byby_1, gdyz przekatna apiiap = api1be
ma od niej nizszy numer. Sprzecznosc.

8. Dany jest trojkat ABC. Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu A na prosta BC', a punkt
E jest rzutem prostokatnym punktu D na prostg AC. Punkt M jest srodkiem boku AB. Dowies¢, ze
V2-EM < AB.

Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwiazanie:

Sposob 1. Oznaczmy przez X rzut prostokatny punktu M na prosta AC. Wowczas X E < M D, gdyz
dtugo$¢ rzutu odcinka na prosta nie przekracza dhugosci tego odcinka. 7 tego samego powodu M X < M A,
bo odcinek M X jest rzutem odcinka M A na prostg M X. Ponadto MA = MD = %AB. Istotnie, jest to
jasne, gdy kat C BA jest prosty, bo wtedy punkty B i D sie pokrywaja. W przeciwnym razie postulowane
rownosci wynikaja z tego, ze w trojkacie prostokatnym ABD Srodek przeciwprostokatnej AB jest srodkiem
okregu opisanego na tym tréjkacie. Z twierdzenia Pitagorasa mamy tez M E? = M X? + X E?. Wobec tego

AB?
2 )

2 2
ME2:MX2+XE2<MA2+MD2:(;AB) —|—<;AB) =

co dowodzi tezy.



B D C

Sposob 2. Oznaczmy Srodek odcinka AD przez N. Wtedy M N jest linig $rodkows trojkata ABD, wiec
1 1 . s 21e . . . .
MN = 3BD. Ponadto NE = 5 AD. Faktycznie, jedli kat ACB jest prosty, to punkty D i E si¢ pokrywaja
i rowno$¢ NE = %AD staje sie oczywista. W przeciwnym razie N jest Srodkiem przeciwprostokatne;j
trojkata prostokatnego AE D, czyli érodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie — stad NE = %AD. Na
mocy nieréwnosci trojkata mamy

BD + AD

EM < MN + NE = 5

Z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng i Srednig kwadratowag mamy

AB.

BD + AD \/ BD? + AD?2 \/A32 1
< p— _ —
2 2 2 V2

Laczac powyzsze nieréwnosci dostajemy EFM < %AB , co jest rownowazne tezie zadania.
A

B D C

Sposob 3. Wprowadzmy uktad wspétrzednych w taki sposéb, by A = (0,1), a punkty B i C lezaly na
osi OX. Niech B = (b,0), C' = (¢,0). Woéwczas D = (0,0).

Latwo obliczy¢, ze réwnaniem prostej AC jest x + cy = c. Prosta DE jest do niej prostopadta i
przechodzi przez (0,0), wiec jej rownaniem jest —cz + y = 0. Punkt E jest przecieciem prostych AC' i
DE, wiec wspotrzedne punktu E znajdujemy rozwigzujac uktad rownan x + cy = ¢, —cx +y = 0. Po
obliczeniach otrzymujemy F = (= ¢ ). Punkt M jest érodkiem odcinka AB, wiec M = (2, 1). Nalezy

5 A 1+c27 1+c2 272
dowiesé, ze 2EM= < AB*®, czyli ze

2 2
c b c? 1
) B I P R
(<1+c2 2) +<1+02 2) ) +




Lewa strona tej nieréwnosci jest réwna

m (4 — 4be(1 + ) + (1 + ) + ' =22 +1) =
m (—4bc(1 + )+ V(1 +A)P+(1+ 02)2) =
2((:21+1) (—4bc + 01+ +(1+ 02)) =

2((:21+1) (—dbe + (b* + 1)(c* + 1))

Nalezy wiec dowies¢, ze
200> + 1)(c* + 1) > —dbc + (b* + 1)(c* + 1).

Roéownowaznie:

(0* + 1)(c* + 1) +4bc >0
b+ b0 4+ 1+ 4bc>0
(be+1)*+(b+¢)*>0

Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna.

9. Dana jest liczba pierwsza p. Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n,
dla ktorych liczba 23" — n jest podzielna przez p.
Na podstawie propozycji Witolda Bednarka

Rozwiazanie:

W niniejszym rozwiazaniu zapis x = y (mod z) bedzie oznaczal, ze liczby = i y daja te sama reszte z
dzielenia przez z. Zaczniemy od udowodnienia nastepujacego lematu.

Lemat. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, m. Wowczas istniejg dodatnie liczby catkowite k, ¢ takie,
ze t < m oraz ciagg reszt z dzielenia liczb a*, a**', a**2, ... przez m jest okresowy z okresem t.

Dowéd. Jedli dla pewnego k liczba a* dzieli sie przez m, to takze dowolna potega a o wykladniku
wiekszym od k dzieli sie przez m. Wtedy ¢ = 1 spelnia warunki lematu.

W przeciwnym razie liczby a,a?,...,a™ daja niezerowe reszty z dzielenia przez m. Tych liczb jest m
a niezerowych reszt jest m — 1, wiec ktores dwie dajg te sama reszte. Niech k i k 4+ t bedg najmniejszymi

wyktadnikami takimi, ze a* = a*** (mod m). Mamy 1 < k < k +t < m, wigc t < m. Wtedy ciag reszt z
dzielenia liczb a, a**1, a**2, ... przez m jest okresowy z okresem t, gdyz dla dowolnego ¢ > k mamy
at =a7F . df =aF - dF T = o (mod m).

Rozwigzanie dokonczymy na dwa rozne sposoby.

Sposob 1. Udowodnimy przez indukcje wzgledem m nastepujace zdania:
®(m): Istnieje nieskoniczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n takich, ze liczba 23" —n dzieli sie przez m.
U (m): Istnieje nieskoniczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n takich, ze liczba 32" —n dzieli si¢ przez m.

Teza zadania jest zdanie ®(p).

Baza indukcji: zdania ®(1) i U(1) sa oczywiscie prawdziwe, bo jedynka jest dzielnikiem dowolnej liczby
catkowitej.

Krok indukeyjny: ustalmy m > 1 i zalézmy, ze zdania ®(m’), W(m’) sa prawdziwe dla dowolnej liczby
m’ < m. Nalezy dowies¢ prawdziwosci zdan ®(m) i U(m).

Z lematu dla a = 2 wynika, ze dla pewnego k ciag reszt z dzielenia liczb 2F, 281 252 przez m jest
okresowy z okresem ¢ mniejszym od m. Jezeli wiec liczba ¢ jest nie mniejsza od k i taka, ze liczba 3% ¢
dzieli sie przez t, to

¢
25° =2¢ (mod m).



Zatem dla dowolnej liczby n postaci 2, gdzie £ > ki 32— ¢ dzieli sie przez t, liczba 23" —n dzieli sie przez m.
Takich liczb jest nieskoniczenie wiele na mocy zdania W(t), prawdziwego na mocy zalozenia indukcyjnego.
To dowodzi prawdziwosci zdania ®(m).

Zdanie ¥(m) dowodzimy analogicznie. Z lematu dla a = 3 wynika, ze dla pewnego k ciag reszt z
dzielenia liczb 3%, 3*+1 352 przez m jest okresowy z okresem t mniejszym od m. Jezeli wiec liczba ¢
jest nie mniejsza od k i taka, ze liczba 23" — ¢ dzieli sie przez t, to

37" = 3 (mod m).

Zatem dla dowolnej liczby n postaci 3¢, gdzie ¢ > k i 23" —¢ dzieli sie przez t, liczba 32" —n dzieli sie przez m.
Takich liczb jest nieskonczenie wiele na mocy zdania ®(t), prawdziwego na mocy zatozenia indukcyjnego.
To dowodzi prawdziwosci zdania W(m) i konczy dowdd indukeyjny.

Sposob 2. Dla p = 2 dowolna dodatnia liczba parzysta n spelia warunki zadania (jest ich oczywiscie
nieskoniczenie wiele). Od teraz zaktadaé¢ bedziemy, ze p > 3.

Stosujac lemat dla a = 31 m = p — 1 dostajemy, ze dla pewnych k i t ciag reszt z dzielenia liczb
3k, 3k+1 382 przez p — 1 ma okres t. W szczegdlnosei, jesli n = k + ¢t dla pewnego ¢, to 3" = 3F
(mod p — 1). Mozemy wtedy zapisa¢ 3" = s(p — 1) + 3 dla pewnego s. Na mocy malego twierdzenia
Fermata mamy 2°~! =1 (mod p), wiec

k

03" = 92D+ — 93" (or 1) = 93" 15 = 2% (mod p).

W takim razie jesli liczba n jest postaci k + ¢t oraz dodatkowo daje taks sama reszte z dzielenia przez
pco 2 to ) )
2% —n=2¥ -2 =0 (mod p),

czyli innymi stowy, dla takiej liczby n liczba 23" —n jest podzielna przez p. Wystarczy wykazaé, ze istnieje
nieskonczenie wiele liczb n o takich dwoch wtasnosciach.

Powyzsze dwa warunki na liczbe n mozna wystowi¢ nastepujaco: n = k (mod t), n = 23" (mod p).
Poniewaz t < p, a p jest liczba pierwsza, wiec NWD(¢,p) = 1. Istnienie nieskonczenie wielu liczb n
spetniajacych te dwa warunki wynika wigc wprost z chinskiego twierdzenia o resztach. Dowdd zostat
zakonczony.

Uwaga. W sposobie pierwszym nie wykorzystaliémy zatozenia, ze p jest liczba pierwsza.

10. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz parami rézne dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spet-
niajace rOwWnos¢

11 1
2 =1.
Dowies¢, ze
a — b b — " " —a" n

an+1 _ bn—i—l + bn+1 _ Cn—l—l + Cn+1 _ an—l—l < n 4+ 1

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwiazanie:
Udowodnimy, ze jedli liczby x # y sa dodatnie, to

" —y" n 1 1
< ~+-).
xntl ynJrl 2(7’L + 1) T Yy
Po zsumowaniu tej nieréwnosci dla (z,y) = (a,b), (b, ¢), (¢, a) oraz skorzystaniu z warunku = + ; + 2 =1
otrzymamy teze zadania. Dalsza cze$¢ rozwigzania przeprowadzimy na dwa rézne sposoby.

Sposcb 1. Mamy

L (x—y)(@ P+ 2y +. oy Y™ v a4 oyt oy
gntl — gyl (x —y)(z" + a1y + ... +zyn !t +y") 4+ ly + oyt g




Nalezy wiec dowies¢, ze

o 2y oy eyt n 1 N 1
) .

< —_
v+ anly + . ayn oy 2(n+1 Yy

Po wymnozeniu przez mianowniki i przeksztatceniach otrzymujemy réwnowaznie

2(n 4+ Day(a" P+ 2" 2y + ...+ oy 2 +y" ) <nl@+y) @ +2" g+ .. Fay oy
2(n + 1) (@"y + 2"y 4+ .o+ ay”) < naT 4 2n(ay + 2"y 4 ay™) + oy
22"y + "y ) <n(@T 4y (%)
Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze dla kazdego ¢ = 1,2, ..., n zachodzi nieré6wnosé

n+1 i1 i n+l—1 n+1 n+1
y +xy Ty,

bowiem sumujac te nieréwnosci otrzymamy nieréwnosé (%), do ktorej sprowadzilismy teze zadania. Mamy
ntl | ntl nl—i, i i ndl—i (0 d\( ntl—i  ml—i
A T T Yy —x'y = (' —y")(x —y ) >0,

gdyz oba czynniki sa jednoczesnie dodatnie (gdy = > y) lub jednoczesnie ujemne (gdy = < y). To dowodzi,

ze x Tyt 4 plyn =t < gpntl 4 ogntl i kofiezy rozwigzanie zadania.

Sposob 2. Nieréwno$¢ pomocnicza udowodnimy przez indukcje ze Wzglgdu na n.

Dla n = 1 lewa strona jest réwna ;23732 = I}ry, wigc nalezy dowiesc, ze —— +y < 7 ( + %) Po wymnozeniu
przez mianowniki dostajemy 4zy < (z+y)?. Ta nieréwnos¢ jest prawdziwa, bo (x—l—y) —dzy = (z—y)* > 0.
v < n (l + l)

2 yr ! 2(n+1) \z * y)’
y 222w\ amy na mocy

Krok indukcyjny: zat6zmy, ze dla pewnego n > 1 zachodzi nieréwnos¢ ——

. L, . gt
Nalezy dowiesé, ze inﬁ—znﬂ < ndl (l + %) Réwnowaznie: inﬂ_ynﬂ

D : 2(n+2) \z (n+1)(z+y)”
zatozenia indukcyjnego
xn+2_yn+2 et xn_yn
! — gyl - Yy Yy g+l — yn+l
- n 1 n 1
x -y —— | —+ -
vy 2+ 1) \z gy
B _ (@+y)(n+2)
B ATrer yACRE T s

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy sprawdzic, ze

(x+y)(n+2) - 2(n+ 2)zy
2(n+1) (n+1)(z+vy)

Po wymnozeniu mianownikéw i skréceniu wspélnych czynnikéw obu stron dostajemy (x +y)? > 4xy, czyli
roéwnowaznie (z — y)? > 0.

11. Dany jest trojkat prostokatny ABC'. Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu C' na przeciwpro-
stokatna AB. Punkty I, J sa srodkami okregéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty ADC i BDC'. Wspdlna
styczna zewnetrzna do tych okregéw, rézna od AB, przecina boki AC' i BC' w punktach P i ). Udowodni¢,
ze pieciokat C'PIJ() jest wpisany w okrag.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Na poczatku rozwazymy przypadek, w ktorym AC = BC. Niech Y bedzie przecieciem odcinkéw
CD i PQ. Mamy oczywiscie $PCY = 45° = Y PC, wiecc PY = CY. Mamy tez 45° = JIYD =
LY IC + SICY = SYIC + 22,5°, wiec LY IC = 22,5° = SICY. Stad CY = IY. Z symetrii rysunku
dostajemy tez QY = PY i JY = IY. Stad punkty C, P, I, J, () leza na okregu o $rodku Y i promieniu C'Y
1 mamy teze.



A D B

Zatozmy teraz, ze AC' # BC. Wtedy okregi wpisane w trojkaty AC'D i BC'D nie sg przystajace, wiec
prosta P(Q nie jest rownolegta do AB. Stad proste PQ i AB przecinaja sie w pewnym punkcie, ktory
oznaczymy przez X . Zaldzmy bez ograniczenia ogélnosci rozumowania, ze A lezy pomiedzy punktami X
i B (jesli B lezy pomiedzy A i X, to dowdd jest w pelni analogiczny). Prosta I.J przechodzi przez X, bo
oba punkty I i J leza na dwusiecznej kata BX Q).

Oznaczmy JCBA przez 3. Wtedy ¥ BAC = 90° — 3, $DCB =90° — i SACD = 3.

Dalszg czes$¢ rozwiazania przeprowadzimy na dwa rézne sposoby.

Sposob 1. Udowodnimy, ze czworokat CIJ() mozna wpisa¢ w okrag. W tym celu sprawdzimy, ze
IQJI + LICQ = 180°. Mamy

FQJIX =180° - 4JXQ — ¥XQJ = 180° — ;(<)EBXQ +9XQB) = 180° — ;(1800 —JQBX) = 90° + ;6
oraz 1 1 1

LICQ = 5%cACD + <DCB = 55 +90° — 8 =90° — 55.
Stad

1 1
IQJII + $ICQ = 90° + 55 +90° — 56 = 180°.

X A D B

Udowodnimy teraz, ze czworokat C'JIP takze mozna wpisa¢ w okrag. W tym celu sprawdzimy, ze
IPCJ + SJIP = 180°. Mamy

IPIX =180° — SIXP — SXPA — SAPI = 180° — ;%AXP —JXPA - ;(180" — 4XPA)

1 1
=90° — §(<)AXP + <lXPA) =90° — §%CBAC = 45° + g
Ponadto X )
$PCJ = $PCD + S¥DCB = §+ S(90° — ) = 45° + g.
Zatem

IJIP + <PCJ =180° — <PIX + <PCJ = 180°.

Udowodniliémy, ze czworokaty CQJI i C'JIP mozna wpisa¢ w okrag. Jest to ten sam okrag — mia-
nowicie okrag opisany na trojkacie C'I.J. Stad pieciokat CPI.J() jest wpisany w tenze okrag.



Sposob 2. Trojkaty prostokatne ADC i C'DB sg podobne do trojkata prostokatnego AC'B, gdyz maja
takie same katy. Odcinki DI i DJ sa odcinkami tgczacymi wierzchotek przy kacie prostym ze srodkiem
okregu wpisanego w trojkatach ADC i CDB, a wiec stosunek ich dtugosci jest réwny skali podobienstwa
tych trojkatéw. To znaczy:

DI AC
DJ CB
Mamy ponadto

1 1 1 1
XJDI = XJDC + XCDI = §<lBDC + 5%(CDA =5 90° + 5 90° = 90°.

Stad i z otrzymanej wczesniej rownosci stosunkéw wnioskujemy, ze trojkat I DJ réwniez jest podobny do
trojkata AC'B (cecha bok-kat-bok). Zatem $1JD = SCBA = (3.

X A D B
Mamy ¥DX.J = $BD.J — X JD = 45° — 3. Ponadto < BXP =24 DX J = 90° — 2. Stad
JQPC = $XPA=4BAC — $AXP = (90° — 3) — (90° — 23) = 6.

Obliczamy dalej CQP = 180° — 4QPC — 4 PCQ = 90° — 3.

Oznaczmy $érodek odcinka PQ przez Y. Jest to srodek przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego
CPQ), czyli srodek okregu opisanego na trojkacie C'PQ.

Mamy ¥PCY = Y PC = 3 = SPCD. Stad Y lezy na prostej C'D.

Mamy SIPY = %%(APY = %(180O — LY PC) = 90° — g Poza tym $PY D = 294Y PC = 273, wiec
SPYI =34PYD = . Zatem Y IP = 180°— SIPY —SPY T = 180°—(90°— 2) - 3 = 90°— £ = 4IPY.
Whioskujemy, ze trojkat PY I jest rownoramienny i PY = IY.

Wykonujac podobne obliczenia dowodzimy, ze <Y QJ = 45° + g = JQJY. Zatem tréjkat QY J jest
rownoramienny i QY = JY.

Podsumowujac, wykazaliSmy, ze CY = PY = QY = IY = JY. Stad pieciokat C'PIJQ jest wpisany w
okrag o srodku Y i promieniu CY'.

12. Dane sa dodatnie liczby catkowite k,n tej samej parzystos$ci. Na okregu zaznaczono 2n punktow.
Narysowano k cieciw tego okregu o obu koncach wérod zaznaczonych punktow, przy czym kazdy punkt jest
konicem nieparzyscie wielu cigciw. Kazdemu z zaznaczonych punktéw chcemy przypisaé¢ jeden z numerow
1,2,...,2n, przy czym réznym punktom chcemy przypisa¢ rézne numery. Punkt o numerze v nazwiemy
cudownym, jesli jest potaczony cieciwami z parzyscie wieloma punktami o numerach mniejszych od v.
Wykazaé¢, ze numery mozna przypisa¢ w taki sposéb, aby doktadnie n punktéw byto cudownych.

Autor zadania: Daniel Goc

Rozwigzanie:
Poczynimy kilka obserwacji, z ktérych nastepnie wywnioskujemy teze zadania.

Obserwacja 1. Dla dowolnego numerowania liczba cudownych punktéw ma te sama parzystosé co n.

Dowdd. Kazda cieciwa ma dwa konice — jeden o mniejszym numerze od drugiego. Kazdy cudowny punkt
jest koncem o mniejszym numerze nieparzyscie wielu cieciw, a pozostate punkty sa konicami o mniejszym
numerze parzyscie wielu cieciw. Widzimy wiec, ze jesli ¢ jest liczba cudownych punktow, to k£ jest suma
¢ liczb nieparzystych oraz 2n — c¢ liczb parzystych. Stad natychmiast wynika, ze liczby c i k sa tej samej
parzystosci. Z zatozen zadania mamy, ze k i n sa tej samej parzystosci. Stad c i n sa tej samej parzystosci.



Powiemy, ze punkt A jest sgsiadem punktu B jesli A i B sg polaczone cieciwg.

Obserwacja 2. Istnieje numerowanie, dla ktérego co najwyzej n punktow jest cudownych. Istnieje takze
numerowanie, dla ktérego co najmniej n punktow jest cudownych.

Dowéd. Ustalmy dowolne numerowanie. Dla kazdego ¢ = 1,2,...,2n zastapmy numer ¢ numerem
2n + 1 — 4. Otrzymujemy w ten sposéb nowe numerowanie. Rozwazmy dowolny punkt A i powiedzmy, ze
w poczatkowym numerowaniu przypisano mu numer v. Dowolny sasiad A o numerze w < v ma w nowym
numerowaniu wiekszy numer od A, bo 2n + 1 — w > 2n + 1 — v. Podobnie, dowolny sasiad A o numerze
w > v ma w nowym numerowaniu mniejszy numer od A, gdyz 2n +1 —w < 2n + 1 — v. Jesli wiec A w
poczatkowym numerowaniu mial a sgsiadéw o mniejszych numerach i b sasiadow o wigkszych numerach,
to w nowym numerowaniu ma b sasiadow o mniejszych numerach i a sgsiadéw o wigkszych numerach.
Z zatozen zadania liczba a + b jest nieparzysta, wiec liczby a i b sa réznej parzystosci. Stad wniosek, ze
jesli A byl cudowny, to po zmianie numerowania przestaje by¢ cudowny, a jesli A nie byt cudowny, to w
nowym numerowaniu staje sie cudowny. Stad jesli poczatkowe numerowanie miato ¢ cudownych punktéw,
to zmienione numerowanie ma 2n — ¢ cudownych punktéw. Zatem jedno z tych numerowan ma co najwyzej
n cudownych punktow, a drugie co najmniej n cudownych punktow.

Ruchem nazwiemy zamian¢ miejscami numeréw ¢,i + 1 dla pewnego ¢ = 1,2,...,2n — 1.

Obserwacja 3. Po wykonaniu dowolnego ruchu liczba cudownych punktéw albo zmniejsza sie o 2 albo
zwieksza sie o 2 albo nie zmienia sie.

Dowdéd. Powiedzmy, ze punkt A ma numer 4, a punkt B — numer ¢+ 1. Rozwazmy ruch polegajacy na
zamianie miejscami numerdw ¢, i+ 1. Popatrzmy na punkt C rézny od A i B; niech v bedzie jego numerem.
Poniewaz v > @ wtedy i tylko wtedy gdy v > i + 1, wigc wykonanie ruchu nie zmienia liczby sasiadéw C' o
numerach mniejszych od v. To znaczy: jesli C' byl cudowny, to po wykonaniu ruchu pozostaje cudowny, a
jesli C' nie byt cudowny, to po wykonaniu ruchu wciaz nie jest cudowny.

Zbadajmy teraz co sie dzieje z punktami A i B. Dowolny sasiad A rézny od B o numerze mniejszym
od i bedzie nadal mial po wykonaniu ruchu mniejszy numer niz A (bo numer A wzrosnie o 1). Dowolny
sasiad B rézny od A majacy numer mniejszy od ¢ + 1 musi mie¢ numer mniejszy od i (bo A ma numer i),
wiec po wykonaniu ruchu wciaz bedzie sasiadem B o nizszym numerze (bo nowym numerem B bedzie 7).

Jezeli wsréd narysowanych cieciw nie ma odcinka AB, to punkty A i B po wykonaniu ruchu maja
doktadnie tych samych sgsiadéw o mniejszych numerach co przed wykonaniem ruchu. Ich stan cudownosci,
a zarazem liczba cudownych punktow, nie zmieni sie.

Jesli wsrod narysowanych cieciw wystepuje AB, to po wykonaniu ruchu punkt B staje sie sasiadem A
0 mniejszym numerze, a punkt A przestaje by¢ sasiadem B o mniejszym numerze. Dla obu punktow A i B
liczba sasiadéw o mniejszych numerach zmieni swg parzystosé, wiec punkty A i B zmienig stan cudownosci
na przeciwny. To znaczy, ze albo oba przestana byé¢ cudowne (wtedy liczba cudownych punktéw zmniejszy
sie 0 2) albo oba zaczna by¢ cudowne (wtedy liczba cudownych punktéw zwiekszy sie o 2) albo jeden stanie
sie cudowny, a drugi przestanie taki by¢ (wtedy liczba cudownych punktéw nie zmieni sie).

Obserwacja 4. Dla dowolnych dwéch numerowan istnieje skoniczony ciag ruchéw zmieniajacy jedno
numerowanie na drugie.
Dowaéd. Opiszemy algorytm pozwalajacy znalezé szukany ciag ruchdw.

(i) Jesli obecne numerowanie jest takie samo jak docelowe, koniczymy dziatanie algorytmu. W przeciw-
nym razie przechodzimy do punktu (ii).

(i) Znajdujemy najwiekszy numer, ktory nie znajduje sie w obecnym numerowaniu w docelowym wierz-
chotku. Taki numer istnieje, bo obecne numerowanie r6zni sie od docelowego. Oznaczmy ten numer
oraz jego docelowy wierzchotek odpowiednio przez 7 i A. Niech j bedzie obecnym numerem wierz-
chotka A. Wtedy j < i. Wykonajmy kolejno nastepujace ruchy: zamiana numeréw j, j + 1, zamiana
numerdéw j + 1, j + 2, zamiana numeréw j + 2, j + 3, ..., zamiana numeréw ¢ — 1, ¢. Nastepnie
przechodzimy do punktu (i).

PrzesledZzmy procedure opisana w punkcie (ii). Numery wieksze od i sa juz przypisane docelowym
wierzchotkom, a numer ¢ nie. Po zamianie numeréw j, j + 1 wierzchotek A ma numer j + 1. Po kolejnej
zamianie ma on numer j + 2, i tak dalej: po ostatniej zamianie numer ¢ znajdzie sie w docelowym wierz-
chotku A. Wykonywane ruchy nie zmienialy oczywidcie numeréw wierzchotkow o numerach wiekszych od .



Zatem po zakonczeniu procedury opisanej w punkcie (ii) numery 4,7 + 1,...,2n beda juz w docelowych
wierzchotkach.

Powyzsza analiza oznacza, ze punkt (ii) zostanie wykonany co najwyzej 2n razy. Po jego ostatnim
wykonaniu przechodzimy do punktu (i) i algorytm konczy swoje dziatanie. Tak otrzymany ciag ruchéw
zmienia poczatkowe numerowanie na docelowe.

Przejdzmy do rozwigzania zadania. Ustalmy numerowanie ® o co najwyzej n cudownych punktach oraz
numerowanie ¥ o co najmniej n cudownych punktach. Takie numerowania istnieja na mocy Obserwacji 2.
Ustalmy skonczony cigg ruchéw, ktory zamienia ® na W. Takie ruchy istniejg na mocy Obserwacji 4.
Zacznijmy wykonywac kolejne ruchy startujac od numerowania @, ale zakonczmy wykonywanie ruchéw
W najwczesniejszym momencie, w ktorym liczba cudownych punktéw jest nie mniejsza od n. Taki moment
istnieje, bo koncowe numerowanie ¥ ma co najmniej n punktéw. Z Obserwacji 3 wynika, ze w tym momencie
liczba cudownych punktéw wynosi n lub n + 1. Liczby n,n + 1 sg réznej parzystosci, wiec z Obserwacji 1
wynika, ze liczba cudownych punktéow nie moze by¢ n+1. W takim razie w tym momencie liczba cudownych
punktéw wynosi doktadnie n, co konczy rozwiazanie zadania.



