LXXIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

1. Znalez¢é wszystkie czwoérki liczb rzeczywistych (a, b, ¢, d) spelniajace uktad réwnan

ab+cd=6
ac+bd =3
ad+bc =2

a+b+c+d=6

Autor zadania: Tomasz Ciesla

Rozwigzanie:
Odpowied?: Uktad ma cztery rozwiazania: (a,b,c,d) = (0,1,2,3), (a,b,c,d) = (1,0,3,2),
(a,b,c,d) =(2,3,0,1), (a,b,c,d) = (3,2,1,0).

7 pierwszego i drugiego rownania wynika, ze
(a+d)(b+c)=ab+cd+ac+bd=6+3=09.

Z czwartego réwnania mamy b+ c = 6 — (a + d). Podstawiajac to do powyzszej réwnosci dosta-
jemy (a+d)(6 —(a+d)) =9. Liczba a+ d jest zatem pierwiastkiem wielomianu kwadratowego
9—z(6—z)=(x—3)* Stada+d=3orazb+c=6— (a+d) =3.

Rozumujac podobnie, z pierwszego i trzeciego réwnania wynika, ze

(a+c)(b+d)=ab+cd+ad+bc=6+2=S8.

Wykorzystujac czwarte réwnanie dostajemy b+d = 6 — (a +¢), a wiec (a+¢)(6 — (a+c¢)) = 8.
Liczba a + ¢ jest zatem pierwiastkiem wielomianu kwadratowego 8 —2(6 —x) = (x —2)(x —4).
Stad a+c=21ub a+ c = 4.

Z drugiego i trzeciego roéwnania dostajemy

(a+b)(c+d)=ac+bd+ad+bc=3+2=>5.

Z réwnosci c+d = 6— (a+b) dostajemy, ze (a+0b)(6—(a+0b)) = 5, a wiec a+D jest pierwiastkiem
wielomianu 5 — 2(6 —z) = (x — 1)(x — 5). Stad a+b=11lub a + b = 5.
Mamy wiec cztery mozliwe przypadki:

i)a+b=1,a4+c=2

iii) a+b=5a+c=2

)
i) a+b=1a+c=4
)
iv)

a+b=5a+c=4
We wszystkich przypadkach wartosé a mozemy obliczy¢ z réwnosci
1 1
a= 5((a+b)+(a—i—c) —(b+c¢) = 5((a+b)+(a—i—c) —3),

a wartosci pozostatych zmiennych mozemy wyznaczy¢ z réwnosci b = (a+b) —a, c = (a+c¢) —a
id=(a+d)—a=3—a. Otrzymujemy w poszczegdlnych przypadkach:



Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie otrzymane czworki liczb spetniaja wyjsciowy uktad.

2. Dany jest czworokat ABC' D wpisany w okrag. Srodek tego okregu lezy wewnatrz czwo-
rokata ABCD. Przekatne AC' i BD przecinaja sie w punkcie S. Punkty P i @ sa srodkami
odpowiednio bokéw AD i BC'. Niech p bedzie prostg prostopadta do prostej AC' i przechodzaca
przez punkt P, g prosta prostopadly do prostej BD i przechodzaca przez punkt (), za$ s prosta
prostopadta do prostej C'D i przechodzaca przez punkt S. Dowies$¢, ze proste p, q, s przecinaja
siec w jednym punkcie.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Niech T bedzie rzutem prostokatnym punktu S na prosta C'D. Wtedy T' jest przecieciem
prostej s z prosta C'D. Niech X bedzie punktem przeciecia prostej prostopadtej do AC' prze-
chodzacej przez A i prostej prostopadtej do BD przechodzacej przez B. Wykazemy, ze X lezy
na prostej s.

Punkty A, B, S, X leza na okregu o $rednicy SX. Z zalozenia, ze sSrodek okregu opisanego
na czworokacie ABC'D lezy wewnatrz tego czworokata wynika, ze katy DBA i BAC' sg ostre.
Punkty X i S lezg wiec po réznych stronach prostej AB. Mamy

JASX = $ABX =90° — 4SBA = 90° — $DCS = 4CST.

Wynika stad, ze punkty X, .S, T sa wspotliniowe, czyli ze X lezy na prostej s.

Niech Y bedzie ortocentrum tréjkata CDS. Wtedy Y lezy na prostej s. Zauwazmy, ze prosta
p jest linig srodkowg trapezu X ADY . Rzeczywiscie, jest ona rownolegta do podstaw AX, DY
(bo wszystkie trzy proste sa prostopadte do AC) i przechodzi przez srodek ramienia AD. W
takim razie p przechodzi takze przez srodek drugiego ramienia tego trapezu, czyli przez srodek
odcinka XY. Podobnie, prosta ¢ jest linig $rodkowsg trapezu BXY C, gdyz jest rownoleglta do
podstaw BX, CY (wszystkie trzy proste sa prostopadle do BD) i przechodzi przez $rodek
ramienia BC'. Stad q réwniez przechodzi przez srodek XY. WykazaliSmy wiec, ze proste p, ¢
przecinaja sie¢ w srodku odcinka XY, ktory oczywiscie lezy takze na prostej s.




3. Dodatnie liczby caltkowite a, b, ¢ speliajg réwnosé
a® + 4b + ¢ = abe,

przy czym a > c oraz liczba p = a® + 2a + 2 jest pierwsza. Wykazaé, ze p jest dzielnikiem liczby
a—+2b+ 2.

Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwiazanie:

Sposéb 1. Poniewaz b(ac — 4) = a® + ¢, wigc ac — 4 > 0. Zatem

3
b a’® + c'
ac—4
Nalezy wiec wykazaé, ze liczba
a’® + ¢ a’c — 4a + 2a® + 2¢ + 2ac — 8
a+2- +2=
ac—4 ac—4

dzieli sie przez p. Poniewaz ¢ < a, wiec ac — 4 < a? < a® + 2a + 2 = p. W szczegdlnosci
NWD(p, ac — 4) = 1, wiec wystarczy dowies¢, ze liczba a’c — 4a + 2a® + 2¢ + 2ac — 8 dzieli si¢
przez p. Wynika to z nastepujacego rachunku:

a’c —4a+2a® + 2¢ + 2ac — 8 = c(a* + 2a + 2) + 2a® — 4a — 8
=cp+2(a®+2a+2)(a—2)
= p(c+2a —4).

Sposob 2. Rownos¢é dang w tresci zadania mnozymy przez a a nastepnie dodajemy do obu
stron otrzymanej réwnoéci liczbe 4 — 4ab — ac. Otrzymujemy a* + 4 = a?bec + 4 — 4ab — ac.
Poniewaz

a* 4+ 4 = (a® +2a + 2)(a* — 2a + 2) = p(a® — 2a + 2)
oraz

a?be + 4 — 4ab — ac = (ab — 1)(ac — 4),

wiec p(a® — 2a + 2) = (ab — 1)(ac — 4). Podobnie jak w sposobie pierwszym dowodzimy, ze
NWD(p, ac — 4) = 1. Wobec tego z poprzedniej réwnosci wynika, ze p jest dzielnikiem liczby
ab— 1.

Mamy

a®=a(p—2a—2)=ap—2a*—2a=ap—2(p—2a—2) —2a=p(a—2)+2a+4,

wiec z réwnosci danej w tredci zadania otrzymujemy
0=a’+4b+c—abc = p(a—2) + 2a+ 4+ 4b — c(ab — 1).

Liczby p(a — 2) i ¢(ab — 1) dziela sie przez p, wiec z powyzszej roéwnosci wynika, ze liczba
2a +4+4b = 2(a + 2b + 2) takze dzieli sie przez p. Skoro za$ p > 2, to p jest dzielnikiem liczby
a-+2b+ 2.

Uwaga. Mozna wykazaé, ze tylko trzy czworki (a, b, ¢, p) spetniaja warunki narzucone w tre-
Sci zadania; sa to (a, b, ¢, p) = (3,6, 3,17), (a,b, ¢, p) = (5,126,1,37) i (a,b,c,p) = (9,146, 1,101).
Rachunki przeprowadzone w sposobie pierwszym prowadza do réwnosci

(a+2b+2)(ac—4) = p(c+ 2a —4).



Jak juz wiemy, ac — 4 > 0, wiec takze ¢ + 2a — 4 > 0, a skoro NWD(ac — 4,p) = 1, to ac — 4
musi dzieli¢ ¢ 4+ 2a — 4. W szczegdlnodci ac — 4 < ¢+ 2a — 4, tj. ac < ¢+ 2a. Z zalozenia a > ¢
wynika, ze ¢ + 2a < 3a, wiec ac < 3a, tj. ¢ < 3. Pozostaje rozpatrzy¢ kilka mozliwosci.

Jesli ¢ = 3, to nieréwnosci a > c i ac < ¢+ 2a wymuszaja a = 3. Wtedy b =61 p = 17.

Przypadek ¢ = 2 jest niemozliwy. Z réwnania a® + 4b + ¢ = abc wynikloby wtedy, ze liczba
a jest parzysta. Wtedy jednak a® +4b+ 2 = 2ab, co jest niemozliwe, bo prawa strona dzielitaby
sie przez 4, a lewa nie.

Dla ¢ = 1 liczba a — 4 ma by¢ dodatnim dzielnikiem liczby 2a — 3. Stad a — 4 jest dodatnim
dzielnikiem liczby 2a — 3 — 2(a — 4) = 5. To prowadzi do dwéch mozliwosci: @ = 5 lub a = 9.
Jeslia=5tob=1261p=37. JeSlia =9, to b=146 1 p = 101.

4. Dany jest czworokat ABC'D wpisany w okrag. Przekatna AC' jest $rednica tego okregu.
Punkt E lezy na odcinku BC, przy czym $DAC = SEAB. Punkt M jest érodkiem odcinka

CEFE. Udowodni¢, ze BM = DM.
Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie:
Sposéb 1. Zauwazmy, ze

YBAE + XDBA = SCAD + <DC A = 90°.

Stad proste AE i BD sg prostopadte.

Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na czworokacie ABC'D. Wtedy O jest srodkiem
odcinka AC', gdyz AC jest Srednica tego okregu. Prosta OM jest zatem linig Srodkows troj-
kata ACE. W szczegblnosci prosta OM jest réwnolegta do AE. Wobec tego prosta OM jest
prostopadta do BD. Poniewaz O jest srodkiem okregu opisanego na czworokacie ABC D, wiec
OB = OD. Wynika stad, ze prosta OM jest symetralna odcinka BD. Zatem BM = DM.

Sposob 2. Niech F bedzie drugim punktem przeciecia prostej AE z okregiem opisanym na
czworokacie ABC'D. Poniewaz AC' jest $rednica tego okregu, wiec kat C'F'E jest prosty. Punkt
M jest srodkiem przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego CEF, wiec MF = MC. Mamy
zatem

SCFM = SMCF = $BAF = SCAD = 4CFD,

wiec punkty D, M, F' sy wspoétliniowe.

Katy oparte na tukach BF i C'D sa réwne, wiec czworokat BFC'D jest trapezem réwnora-
miennym o podstawach BD, C'F. Punkt M jest punktem przeciecia przekatnych tego trapezu,
a zatem BM = DM.



5. Dodatnig liczbe catkowita n nazwiemy dobrg jesli istnieje dodatnia liczba catkowita k,
dla ktorej n = k(k + 1). Rozstrzygnaé, czy istnieje 2022 parami réznych dobrych liczb, ktérych
suma jest réwniez dobra liczba.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Tak.
Oznaczmy

r=—-(1-242-34+...+2021-2022).

N | —

Dla dowolnego i = 1,2, ...,2021 liczba i(i+ 1) jest parzysta, bo jest iloczynem dwoch kolejnych
liczb catkowitych. W konsekwencji liczba x jest catkowita. Zauwazmy, ze

zz+)=@—-1Dr+2z=(x—1)z+1-24+2-3+...+2021-2022.

Powyzsza réwnosé stanowi przedstawienie dobrej liczby x(x + 1) w postaci sumy 2022 parami
roznych dobrych liczb.

6. W turnieju badmintona wzieto udziat n zawodnikéw, gdzie n jest liczba nieparzysta.
Kazdych dwoch zawodnikow zagrato ze sobg doktadnie dwa mecze, nie byto remisow. Okazato
sie, ze kazdy zawodnik wygrat tyle samo meczéw co przegrat. Wykazaé¢, ze mozna uniewaznic
doktadnie potowe wszystkich meczéw w taki sposob, by réwniez wsréd waznych meczow kazdy
zawodnik wygral tyle samo meczéw co przegrat.

Autor zadania: Y.ukasz Bozyk

Rozwigzanie:

Pare meczow rozegranych miedzy dwoma zawodnikami bedziemy nazywaé dwumeczem. Po-
wiemy, ze zawodnik wygral dwumecz (odpowiednio przegrat dwumecz) jesli zwyciezyt (odpowied-
nio przegral) w obu meczach w tym dwumeczu. Dwumecz, ktérego nie wygral zaden z graczy
(a wiec obaj gracze wygrali po jednym meczu) bedziemy nazywaé¢ remisowym. Udowodnimy,
ze mozna uniewazni¢ po jednym meczu z kazdego dwumeczu w taki sposéb, by wérod waz-
nych meczéw kazdy zawodnik wygral tyle samo meczéow co przegrat. Warunki zadania zostana
spelione, bo uniewaznimy w ten sposéb doktadnie potowe wszystkich meczow.

Wykazemy najpierw, ze kazdy zawodnik wygrat tyle samo dwumeczéw co przegrat, a ponad-
to liczba dwumeczéw remisowych, w ktérych brat udzial, jest parzysta. Rozwazmy dowolnego



zawodnika i zalézmy, ze wygrat on a dwumeczéw, przegral b dwumeczéw oraz rozegrat ¢ dwu-
meczéw remisowych. Kazdy zawodnik zagral w n — 1 dwumeczach, wieca+b+c=n—1. Z
zatozen zadania kazdy zawodnik wygral tyle samo meczow ile przegral, wiec 2a + ¢ = 2b + ¢,
skad otrzymujemy a = b. W konsekwencji liczha c=n —1—a —b=n —1 — 2a jest parzysta,
gdyz na mocy zatozen zadania liczba n jest nieparzysta.

Dla kazdego nieremisowego dwumeczu uniewazniamy dowolny z meczéw bedacych czescia
tego dwumeczu. Poniewaz kazdy zawodnik wygral tyle samo dwumeczow co przegral, zachowana
zostanie wlasnos¢, ze kazdy zawodnik wygratl tyle samo waznych meczow co przegrat. Pozostaje
wykazaé, ze mozna uniewazni¢ po jednym meczu z dwumeczéw remisowych w zadany sposob.

Niech G bedzie grafem, ktorego wierzchotkami sa zawodnicy, a krawedz v — w prowadzimy
wtedy i tylko wtedy, gdy dwumecz miedzy tymi zawodnikami byt remisowy. Z obserwacji z
drugiego akapitu rozwigzania wynika, ze stopien kazdego wierzchotka w grafie GG jest parzysty.
Z twierdzenia Eulera wynika, ze graf G mozna podzieli¢ na pewng liczbe krawedziowo roztacz-
nych cykli (przyjmujemy konwencje, ze wierzcholki w cyklu sie nie powtarzaja). Dla kazdego
cyklu vy —vg —v3 — ... — v, — v; uniewazniamy mecze, w ktorych vy wygrat z vq, vo wygrat z vs,
.o, Ug_1 wygral z vy 1 vy wygrat z v;. Kazda krawedz pojawia sie w doktadnie jednym cyklu,
wiec uniewazniono po jednym meczu z kazdego dwumeczu. Zauwazmy, ze po takim uniewaz-
nieniu meczow zachowujemy wtasnos¢, ze kazdy zawodnik wygrat tyle samo waznych meczow
co przegral. Istotnie, uniewazniajac mecze w obrebie ustalonego cyklu, kazdemu zawodnikowi
uniewazniliSmy doktadnie jedno zwyciestwo i jedna porazke.



