LXXIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
30 marca 2022 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Dwu-
sieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie D oraz okrag opisany
na trojkacie ABC' w punkcie M réznym od A. Punkty X i Y wy-
brano tak, ze M X | AB, BX 1| MB, MY 1 AC oraz CY 1 MC.
Dowiesé, ze punkty X, D, Y leza na jednej proste;j.

2. Dane sa liczby catkowite m,n > 2. Wykazaé, ze istniejg takie

dodatnie liczby catkowite a; < as < < a,, ze dla dowolnych

a
——~ jest catkowita i

a; — a;

liczb catkowitych 1 < ¢ < 7 < m liczba

podzielna przez n.

3. Na okregu zaznaczono n punktéw i narysowano pewna liczbe cie-
ciw o obu koncach w zaznaczonych punktach. Speliona jest przy
tym nastepujaca wtasno$é: po wymazaniu dowolnych 2021 z nary-
sowanych cieciw dowolne dwa zaznaczone punkty mozna potaczy¢
tamana ztozona z niewymazanych cieciw. Udowodni¢, ze mozna wy-
mazaé niektére z cieciw w taki sposob, ze na rysunku zostanie co
najwyzej 2022n cieciw oraz wyzej opisana wtasnos¢ zostanie zacho-
wana.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielno$ci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystac¢ z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.
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Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
31 marca 2022 r. (drugi dzien zawoddéw)

4. Zmalez¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych (a, b, ¢) spetniajace
uktad réwnan

a’ + b’c = ac

b+ c*a = ba

A+a’b=cb

5. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB < AC. Punkt M jest
srodkiem boku BC. Punkt P lezy na odcinku AB i spelnia nie-
rownos¢ AP > PB. Punkt @ lezy na odcinku AC, przy czym
IMPA = SAQM. Symetralne odcinkéw BC' i PQ przecinaja sie
w punkcie S. Udowodnié, ze SBAC + SQSP = SQMP.

6. Dana jest liczba pierwsza p oraz dodatnia liczba catkowita n.
Udowodni¢, ze kazda z liczb 1,2,...,p — 1 mozna pokolorowa¢ na
jeden z 2n koloréw tak, aby dla dowolnego ¢ = 2,3,...,n suma
dowolnych 7 liczb tego samego koloru byta niepodzielna przez p.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielno$ci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawod6éw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



