LXXIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
30 marca 2022 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Dwu-
sieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie D oraz okrag opisany na
trojkacie ABC' w punkcie M réznym od A. Punkty X i Y wybrano tak,
ze MX | AB, BX 1 MB, MY 1 AC oraz C'Y L MC. Dowies¢, ze
punkty X, DY leza na jednej proste;j.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Niech K bedzie rzutem punktu M na prostg AB. Wtedy BK jest wy-
sokoscig w trojkacie prostokatnym M BX. Tréjkaty prostokatne M BX
i M KB maja wspoélny kat ostry przy wierzchotku M, wiec sg podobne.
Stad % = %.

Oznaczmy < BAC = 2a. M jest srodkiem tuku BC, wiec katy oparte
na tukach BM i MC maja miare o. Zatem <MBD = o = <BAM.
Trojkaty M DB i M BA maja tez wspélny kat przy wierzchotku M, wiec

C MD _ MB
sg podobne na mocy cechy podobienstwa kat-kat. Stad 175 = 371

Mnozac otrzymane réwnosci stosunkoéw otrzymujemy % = %.

Trojkaty M DX i MK A maja wspolny kat przy wierzchotku M. Z ce-
chy podobienstwa bok-kat-bok wynika, ze trojkaty te sa podobne. W
szczegolnoéci SXDM = SMKA = 90°.

W podobny sposéb dowodzimy, ze MDY = 90°. W takim razie
IXDY = 4XDM + MDY = 180°, co dowodzi tezy.

2. Dane sg liczby catkowite m,n > 2. Wykazac¢, ze istniejg takie

dodatnie liczby catkowite a1 < ay < ... < a,, ze dla dowolnych liczb
. . . . Q; . . . .
catkowitych 1 < 7 < 5 < m liczba jest catkowita i podzielna
a; — a;

przez n. !

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Rosnacy ciag liczb catkowitych (niekoniecznie dodatnich) aq, as, . .., a;

bedziemy nazywac ciagiem dobrym, jesli dla kazdych 1 <7 < j < t liczba
J

(lj — Q;

Obserwacja. Zatézmy, ze ciag ay,as, ..., a; jest dobry. Wtedy:

jest catkowita i podzielna przez n.

(i) jesli a; < 0, to ciag aq, as, ..., a0 jest dobry;

(i) clag a3 + x,as + x,...,a; + x jest dobry o ile liczba catkowita x
dzieli si¢ przez n- [ (a; — ).

1<i<j<t

Czesé (i) obserwacji jest oczywista. Cze$¢ (ii) wynika z tego, ze jesli
r=yn- H (a; —a;) dla pewnej liczby catkowitej y, to dla dowolnych
1<i<j<t
1 <1< j<tliczba

a; + a;
= +yn - (ap — ax)
(aj +z) = (a;+z) a;—a 1<lge<t
(k,0)#(4,5)

jest catkowita i dzieli si¢ przez n.

Przejdzmy do rozwigzania zadania. Przeprowadzimy dowod przez in-

dukcje ze wzgledu na m. Dla m = 2 wystarczy wzia¢ a; =n—1, as = n.

Krok indukcyjny. Zatézmy, ze ciag aq,as, ..., a,, jest dobry i a; > 0.

Nalezy skonstruowaé¢ dobry cigg dhugosci m + 1 o wyrazach dodatnich.

Niech = bedzie wielokrotnodeig liczby n- [[ (a; — a;) tak duza, ze
1<i<j<m

T > a,,. Wtedy ciag

ay —x,a3 —Ty...,0ym — T



jest dobry i ma ujemne wyrazy. Dopisujac na koncu tego ciagu wyraz 0
otrzymujemy dobry ciag

a1 —T,03 —T,...,0;, —,0

dhugosci m + 1. Niech

Wtedy y > x — a;. Zatem ciag
a—T+y, a2 —T+Y,...,0n—T+Y,Y

jest dobry, ma dodatnie wyrazy i jest dtugosci m + 1. To konczy krok
indukcyjny i rozwiazanie zadania.

3. Na okregu zaznaczono n punktow i narysowano pewng liczbe cie-
ciw o obu koncach w zaznaczonych punktach. Spetniona jest przy tym
nastepujaca wtlasno$é: po wymazaniu dowolnych 2021 z narysowanych
cieciw dowolne dwa zaznaczone punkty mozna potaczy¢ tamang ztozo-
ng z niewymazanych cieciw. Udowodni¢, ze mozna wymazaé niektore z
cieciw w taki sposob, ze na rysunku zostanie co najwyzej 2022n cigciw
oraz wyzej opisana wtasnos¢ zostanie zachowana.

Autor zadania: Wojciech Nadara

Rozwigzanie:

Powiemy, ze niepusty spojny graf jest wspaniaty, jesli pozostaje on
spéjny po usunieciu z niego dowolnych 2021 krawedzi. Nalezy udowod-
ni¢, ze z kazdego wspaniatego grafu o n wierzchotkach mozna usunaé¢
cze$¢ jego krawedzi tak, zeby powstaly graf pozostal wspaniaty i mial
co najwyzej 2022n krawedzi.

Ustalmy wspanialy graf G o n wierzchotkach. Niech V' bedzie jego
zbiorem wierzchotkéw. Skonstruujmy grafy Go, Fy, Gi, Fi, ..., Foor,
Gao22, kazdy o zbiorze wierzchotkéw V', w nastepujacy sposob. Niech
Go = G. Jedli graf G; jest juz skonstruowany, to definiujemy F; jako
dowolny las rozpinajacy G; (to znaczy: dla kazdej spdjnej sktadowej
grafu G; znajdujemy drzewo rozpinajace i deklarujemy, ze krawedziami
grafu F; sa krawedzie tychze drzew). Jesli graf F; jest juz skonstruowa-
ny, to okreslamy G, jako graf, ktorego krawedziami sa te krawedzie

grafu G;, ktére nie sa krawedziami grafu F;. Zdefiniujmy jeszcze graf
H o zbiorze wierzchotkow V', ktorego krawedziami sg krawedzie grafow

Fo, Fi, Fs, ... Fopo1. Udowodnimy, ze H jest wspaniaty i ma mniej niz
2022n krawedzi.
Oczywiscie, kazdy z graféw Fy, F1, F, ..., Fyyo1 ma co najwyzej n — 1

krawedzi, wiec H ma co najwyzej 2022(n — 1) krawedzi. Do sprawdze-
nia zostaje wspaniato$¢ grafu H. Niech Z bedzie zbiorem dowolnych
2021 krawedzi grafu H. Niech H' bedzie grafem powstalym z H przez
usuniecie krawedzi ze zbioru Z. Nalezy dowiesé, ze H' jest spdjny.

Lemat. Jesli wierzchotki u, v sa w tej samej sktadowej spdjnosci grafu
Gao22, t0 83 W tej samej sktadowej spojnosei grafu H'.

Dowod  lematu. Poniewaz  Gagee  jest  podgrafem — grafow
Go,G1,Ga, ..., Gog1, wiec dla dowolnego ¢ = 0,1,2,...,2021 wierz-
chotki u,v sa w tej samej sktadowej spdjnosci grafu G;. Poniewaz F;
jest lasem rozpinajacym G;, mozemy znalezé Sciezke p; w F; taczaca
w z v. Sciezki po,p1, ..., P2 sa krawedziowo rozlgczne, bo grafy F;
sg krawedziowo roztgczne. Poniewaz mamy 2022 Sciezek, a Z ma 2021
krawedzi, ktéras ze Sciezek, powiedzmy p;, sktada si¢ wytacznie z
krawedzi nienalezgcych do Z. Ta $ciezka taczy u z v i jest zawarta w H'
— wierzcholki u, v sg wiec w tej samej sktadowej spojnosci grafu H', co
konczy dowdd lematu.

Uzbrojeni w lemat dokonczymy rozwiazanie. Niech E(G) bedzie zbio-
rem krawedzi grafu G. Zauwazmy, ze E(G) mozemy podzieli¢ na trzy
zbiory: zbiér krawedzi grafu Gageo, ktory oznaczymy przez E(Gapgs),
zbiér krawedzi grafu H', ktéry oznaczymy przez E(H') oraz zbiér Z.

Przypusémy nie wprost, ze graf H' nie jest spojny. Wowcezas V' moz-
na podzieli¢ na dwa niepuste zbiory A i B w taki sposéb, ze w H' nie
ma krawedzi taczacej jakikolwiek wierzchotek z A z jakimkolwiek wierz-
chotkiem z B. Rozwazmy dowolne wierzchotki u € Aiv € B. Z lematu
wynika, ze u i v nalezg do réznych sktadowych spojnosci grafu Gaoges.
Zatem jesli w grafie G jest krawedz taczaca u z v, to ta krawedz nie
nalezy ani do E(Gapg2) ani do E(H') — musi wiec nalezeé¢ do zbioru Z.
To znaczy, ze po usunieciu z grafu G krawedzi ze zbioru Z otrzymuje-
my niespojny graf — nie ma w nim bowiem zadnej krawedzi taczacej
jakikolwiek wierzchotek z A z jakimkolwiek wierzchotkiem z B. To jest
sprzeczno$é z zalozeniem, ze G jest wspanialy. Oznacza to, ze graf H'
jest spojny.
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Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
31 marca 2022 r. (drugi dzien zawoddéw)

4. Znalezé¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych (a, b, c) spemiajace
uktad réwnan
a® + b?c = ac
b 4 c?a = ba
A4 a?b=cb

Autor zadania: Tomasz Ciesla

Rozwiazanie:

Odpowiedz: (a,b,c) = (0,0,0), (a,b,c) = (%, %, %)

Sposob 1. Jesli a = 0, to z drugiego réwnania otrzymujemy b = 0.
Podobnie, jesli b = 0, to z trzeciego réwnania dostajemy ¢ = 0, a jesli
¢ = 0, to pierwsze rownanie daje a = 0. Zatem wszystkie niewiadome
sg jednoczesnie zerowe lub jednoczesnie niezerowe. Oczywiscie trojka
(a,b,c) = (0,0,0) spetia uktad.

Od teraz zakladamy, ze a,b,c¢c # 0. Pomn6zmy pierwsze réwnanie
przez b, drugie przez c, a trzecie przez a. Otrzymujemy

a’b + b3c = abc
b3c + ca = abe

a + a*b = abe

Po dodaniu tych réwnaii stronami dostajemy 2(a3b + b3c + c3a) = 3abc.
Stad obliczamy

1
a*b = (a°b + b’c + c*a) — (bPc+ cPa) = Z)abc — abc = iabc.

Zatem 2a? = c. Prowadzac analogiczne rachunki dowodzimy, ze 2b* = a
i 2¢ = b. Dostajemy

a =2 = 2(2¢%)% = 23¢* = 23(2a?)* = 27,

Stad a = % i analogicznie obliczamy b = ¢ = % Trojka (a, b, c) = (%,

spelia uktad.

o=
N
N—

Sposob 2. Zapiszmy rownania w nastepujacej postaci:

a(2a® — ¢) = c(a — 20°)
b(20* — a) = a(b — 2c?)
c(2¢? — b) = b(c — 2a?)

Po pomnozeniu stronami otrzymujemy
abc(2a® — ¢)(2b* — a)(2¢ — b) = abe(c — 2a%)(a — 2b%) (b — 2c2).

Lewa strona powyzszej rownosci jest liczba przeciwng do prawej strony.
Jest to mozliwe jedynie gdy abc(2a*—c)(2b*—a)(2¢*—b) = 0. Stad co naj-
mniej jedna z liczb a, b, ¢, 2a® — ¢, 2b* — a, 2¢® — b jest zerem. Podobnie jak
w sposobie pierwszym dowodzimy, ze jesli jedna z liczb a, b, ¢ jest zerem
to wszystkie sg. Jedli a,b, c # 0, to ktoras z liczb 2a? — ¢, 20> — a,2¢* — b
jest zerem. Rownosé 2a? — ¢ = 0 na mocy pierwszego réwnania pociaga
za soba 2b% — a = 0, réwnosé 2b> — a = 0 na mocy drugiego réwnania
daje 2¢2 — b = 0, a réwnoéé 2¢> — b = 0 wobec trzeciego réwnania daje
2a% — ¢ = 0. Musi zatem by¢ 2a% = ¢, 2b*> = a i 2¢®> = b. Podobnie jak w
sposobie pierwszym obliczamy a = b = ¢ = % Pozostaje sprawdzi¢, ze
otrzymane trojki (a,b,c) = (0,0,0), (%, %, %) speliaja wyjsciowy uktad.

5. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB < AC. Punkt M jest $rod-
kiem boku BC'. Punkt P lezy na odcinku AB, przy czym AP > PB.
Punkt @ lezy na odcinku AC, przy czym $MPA = $AQM. Syme-
tralne odcinkow BC' i P(@) przecinaja si¢ w punkcie S. Udowodnié, ze
SBAC + 4QSP = YQMP.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:
Niech N bedzie érodkiem odcinka AB. Poniewaz AP > PB, wiec P
lezy na odcinku N B. Zatem

IMPA=9IMNA—~INMP < SMNA =180° — <BAC.

Suma katéw M PA, PAC jest wiec mniejsza od 180° — a to oznacza, ze
potproste PM ™ i AC™ przecinajg sie. Punkt wspoélny tych poétprostych



oznaczmy przez X. Réwniez $AQM + ¥BAQ < 180°, wiec polproste
AB™, QM ™ przecinaja si¢. Oznaczmy ich punkt przeciecia przez Y.
Mamy $YPX = 180° — SMPA = 180° — SAQM = <YQX.
Wynika stad, ze czworokat XY PQ) mozna wpisa¢ w okrag. Zacho-
dza réwnoéci SQMP = 180° — SXMQ = SMQX + SQXM oraz
IBAC = 4YQX —4QY A = IMQX — QX P. Nalezy wiec udowod-

nic¢, ze
IMQX —<SQXP+<IQSP =<IMQX + <QXM,

czyli rGwnowaznie
JQSP =29QXP.

W tym celu wystarczy udowodnié, ze S jest srodkiem okregu opisanego
na czworokacie XY PQ).

7Z réwnoséci Y PM = SMQX i SPMY = $XMQ wynika, ze troj-
katy PMY, QM X sa podobne. Oznaczmy srodki odcinkow PY i QX
odpowiednio przez K i L. Wéwcezas trojkaty PM K i1 QM L sa podobne,
bo odcinki M K, ML sa odpowiadajacymi sobie srodkowymi w trojka-
tach PMY, QM X. W szczegdlnoéci SMKP = SQLM.

Rozwazmy punkt 7' na symetralnej odcinka BC' spelniajacy réw-
nos¢ CTB = 294MKP oraz taki, ze punkty A i T leza po roz-
nych stronach prostej BC'. Udowodnimy, ze TK 1 AB. Rozwazymy
trzy przypadki zalezne od potozenia punktu K na prostej AB wzgle-
dem punktu B. Jesli K lezy po tej samej stronie prostej BM co T,
to SMTB = SMKB, wiec punkty B, M, T, K leza na jednym okre-
gu, skad STKB = 180° — $BMT = 90°. Jedli K i T lezg po roéznych
stronach prostej BM, to $BKM = 180° — SMKP = 180° — SMTB,
wiec punkty M, T, B, K leza na okregu i TKB = STMB = 90°.
Jedli K pokrywa sie z punktem B, to SMKP = SMTP, a zatem
JTKP = STKM + SMKP = 90° — MTB + $MTB = 90°. We
wszystkich trzech mozliwych przypadkach wykazaliémy, ze TK 1 AB.
Prowadzac analogiczne rozumowanie (wystarczy w rachunkach podmie-
ni¢ B na C, K na L i P na Q) dowodzimy, ze TL 1 AC.

Poniewaz TK 1 AB i K jest srodkiem PY, punkt T lezy na syme-
tralnej odcinka PY. Podobnie, TL 1 QY i L jest srodkiem QX, wiec
T lezy na symetralnej odcinka QQX. Stad T' jest przecieciem symetral-
nych dwoch bokéw czworokata XY PQ) wpisanego w okrag — punkt T’
jest wiec érodkiem tego okregu. W szczegdlnosci T' lezy na symetralnej
odcinka P@Q). To oznacza, ze T'= S i dowdd jest zakonczony.



6. Dana jest liczba pierwsza p oraz dodatnia liczba catkowita n. Udo-
wodnié¢, ze kazda z liczb 1,2, ..., p— 1 mozna pokolorowa¢ na jeden z 2n
kolorow tak, aby dla dowolnego ¢ = 2,3, ..., n suma dowolnych ¢ liczb
tego samego koloru byta niepodzielna przez p.

Zadanie zaproponowali: Tomasz Ciesla, Wojciech Nadara, Michat Pi-
lipczuk

Rozwiazanie:
Zbiér X C {1,2,...,p — 1} nazwiemy dobrym jesli dla dowolnego
1 =2,3,...,nidowolnych x,...,z; € X suma x;+x9+...+x; nie dzieli

sie przez p. Wystarczy dowies¢, ze istnieja dobre zbiory Xy, Xo, ..., Xo,,
takie ze X3 U Xo U ... U X, = {1,2,...,p — 1} — wtedy kolorowanie
zgodne z warunkami zadania otrzymamy przypisujac liczbie x jakikol-
wiek kolor k, dla ktérego x € X;.

Dla kazdej liczby catkowitej x oznaczymy przez r(x) € {0,1,...,p—1}
reszte z dzielenia liczby x przez p. Niech a bedzie najwicksza liczba cal-
kowita spetniajaca nieréwnos¢ an < p. Dla dowolnego j =1,2,...,p—1
zdefiniujmy zbior

Aj - {T(j),T(Z]),T’(?)j), te 7T(aj)}'

Udowodnimy, ze zbiory A;, As,...,A,_1 sa dobre. Sg one oczywiscie
podzbiorami {1,2,...,p — 1}. Pozostaje sprawdzi¢, ze dla dowolnego
7 =12,...,p—1oraz i« = 2,3,...,n suma dowolnych ¢ elementow
zbioru A; nie dzieli si¢ przez p. Niech my,ma,...,m; € {1,2,...,a}.
Mamy

r(myj) +r(mag) +...+r(mij) = (my +mo+...+m;)j  (mod p).

Poniewaz mq+mo+...+m; < ai < p, wiecmi;+...+m; Z0 (mod p).
Ponadto j # 0 (mod p). Zatem liczba r(myj) + r(maj) + ... + r(m;j)
nie dzieli si¢ przez p. To konczy uzasadnienie, ze zbiér A; jest dobry. By
zakonczy¢ rozwigzanie wystarczy dowiesé, ze pewne 2n zbioréw posrod
Ay, Ay, A,y pokrywa caly zbior {1,2,...,p — 1}.

Lemat. Dla dowolnej liczby « € {1,2,...,p — 1} istnieje taka liczba
ye{£l,£2,...,+n}, ze r(yx) € {1,2,...,a}.

Dowdd lematu. Niech z € {1,2,...,p — 1}. Rozwazmy reszty

r(z),r(2z),r(3z),...,r(nz),r((n + 1)x).

Sa one parami rozne. W rzeczy samej, jesli iz = jx (mod p) dla pewnych
i,7 €{1,2,...,n+ 1}, to (i — j)r = 0 (mod p), skad i = j (mod p).
Wobec ograniczen 1 < 7,7 < n+ 1 < p oznacza to, ze i = j.

Rozwazmy nastepujace przedziaty:

0,a],]a+1,2a+1],[2a +2,3a+2],...,[(n—1)a+n—1,na+n—1].

Poniewaz na+n > p, wiec kazda z rozwazanych reszt nalezy do ktéregos
z przedziatow. Reszt jest n + 1, a przedziatéw n. Z zasady szufladkowe]
wynika, ze ktores dwie reszty sa w tym samym przedziale. Zatem istniejg
rézme i, € {1,2,...,n+ 1} takie, ze reszta r(ix) jest wicksza od r(jx)
0 co najwyzej a. Potézmy y =i — j. Wtedy y € {£1,£2,...,£n} oraz
r(yz) =r(iz) —r(jz) € {1,2,...,a} — dowdd lematu jest zakonczony.

Przypomnijmy, ze dla dowolnej liczby catkowitej k£ niepodzielnej przez
p istnieje liczba f(k) € {1,2,...,p—1} spelniajaca f(k)-k =1 (mod p).
Twierdzimy, ze ZbiOl‘y Af(l), Af(g), . ,Af(n), Af(_l), Af(_g), e ,Af(_n)
pokrywaja zbior {1,2, ..., p—1}. Rzeczywiscie, rozwazmy dowolng liczbe
x€{1,2,...,p—1}. Z lematu wynika, ze istniejg y € {£1,+2,...,£tn}
oraz b € {1,2,...,a} takie, ze yr = b (mod p). Ta kongruencja jest
réwnowazna takiej: x = f(y)b (mod p). To znaczy, ze x = r(f(y)b),
wobec czego x € Ag(y).



