LXXIV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
I seria: do 17 pazdziernika 2022 r.

1. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych istnieja
takie liczby sy, 89,...,5, € {—1,1}, ze

l-s9+2-s9+...+n-s,=0.

2. Znalezé wszystkie trojki liczb rzeczywistych (a,b,c) spetiajace uktad
rownan

a’>+4ab+ b2 =1
W4+ dbe+ 2 =1
A +4ca+a’ = -2

3. Dany jest trojkat ABC. Okrag styczny do boku AC' oraz do przedtuzen
bokéw AB, BC' ma promien dtugosci . Okrag styczny do boku BC' oraz
do przedtuzen bokéw AB, AC' ma promien dtugosci ro. Udowodnié, ze jezeli
r1+ry = AB, to trojkat ABC jest prostokatny.

4. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (m,n) o naste-
pujacej wlasnosci: w kazde pole nieskonczonej szachownicy mozna wpisac
liczbe ze zbioru A = {1,2,...,mn} w taki sposob, ze w kazdym prostokacie
o wymiarach m x n lub n x m (skltadajacym sie z mn pol) kazda liczba ze
zbioru A wystepuje dokladnie raz.

Uwaga: W tym roku szkolnym zadania zawodéw pierwszego
stopnia OM bedg publikowane sukcesywnie: pierwsza seria 1 wrze-
$nia 2022 r., druga seria 30 wrzesnia 2022 r., a trzecia seria
28 pazdziernika 2022 r.

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

17 pazdziernika 2022 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwqg i adresem szkoly.



LXXIV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IT seria: do 7 listopada 2022 r.

5. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowi-
tych, ktérych nie mozna przedstawi¢ w postaci n? + p, gdzie n jest liczba
catkowita, a p liczba pierwsza.

6. Dany jest czworokat wypukly ABC'D wpisany w okrag. Przekatne AC i
BD przecinaja sie w punkcie P, przy czym BP = AD + DC'. Punkt X lezy
na boku BC, przy czym BX = AC. Dowie$é, ze 24 BPX = $ADC.

7. Udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych zachodzi
nier6wnos¢é

Vab2(b + ¢)++/bc2(c + a)++/ca(a + b) < %\/(a +b+c)t— (a? + > + )2

8. Dany jest okrag, w ktérym zaznaczono pewna skonczong liczbe cieciw.
Lamang zamknieta ztozong z co najmniej trzech parami réznych zaznaczo-
nych cigciw nazwiemy cyklem. Lamane uznajemy za takie same wtedy i tylko
wtedy, gdy sktadaja sie z tego samego zbioru cieciw. Okazalo sie, ze istnieje
cykl C ztozony z 2022 cigeciw o nastepujacej wtasnosci: kazdy cykl ma co
najmniej jedna wspoélna cieciwe z cyklem C. Wyznaczy¢ najwicksza mozliwg
liczbe cykli.

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

7 listopada 2022 r.
(decydugje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwqg i adresem szkoly.



LXXIV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IIT seria: do 30 listopada 2022 r.

9. Zalézmy, ze 2(a* + b* + ¢*) = 5(ab + bc + ca) = d dla pewnych liczb
catkowitych a, b, ¢, d. Udowodni¢, ze 10d jest kwadratem liczby catkowite;j.

10. Dany jest réznoboczny trojkat ostrokatny ABC wpisany w okrag 2.
Punkt M jest srodkiem dtuzszego tuku BC' okregu €2, a punkt N — srodkiem
krotszego tuku BC' okregu 2. Symetralna odcinka AN przecina odcinki AB
i AC' odpowiednio w punktach X i Y. Oznaczmy przez Z rézny od N punkt
przeciecia okregu €2 i okregu opisanego na trojkacie N XY. Dowies¢, ze prosta
M Z przechodzi przez ortocentrum trojkata ABC.

11. Dana jest liczba catkowita n > 2. Dodatnie liczby rzeczywiste aq, . .., a,
spelniaja réwno$¢ a? + a3 + ... + a> = n. Oznaczmy przez A zbiér tych
indekséw i € {1,2,...,n}, dla ktérych a; > 2. Udowodnié, ze

n 2
n-Za?—i—él- (ZGZ) < 4n?.

€A =1

12. Gra w (n, k)-kamienie rozgrywana jest na prostokatnej planszy skla-
dajacej sie z n pol ustawionych w rzedzie. Na poczatku gry na k-tym polu
od lewej znajduje sie kamien, a pozostate pola sg puste. Pojedyncza tura
przebiega nastepujaco. Na kazdym kamieniu na planszy stawiamy kropke.
Nastepnie ktadziemy kamien (bez kropki) na kazdym polu sasiadujacym z do-
ktadnie jednym polem, na ktérym znajduje si¢ kamien z kropka. Na koniec
tury zdejmujemy z planszy wszystkie kamienie z kropka. Gra konczy si¢ po-
razka, jezeli na planszy nie pozostaly zadne kamienie. Znalez¢ wszystkie pary
dodatnich liczb catkowitych (n, k), dla ktérych gra w (n, k)-kamienie nigdy
nie zakonczy sie porazka, niezaleznie od tego ile tur rozegramy.

Rozwigzania powyiszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) na-
lezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlasciwego teryto-
rialnie dla szkoly, najpdzniej dnia

30 listopada 2022 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézZniejszym nie
bedg rozpatrywane. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy podpisaé w lewym gornym rogu
pierwszej jego strony: imieniem 1 nazwiskiem, swoim adresem, swoim adresem elektro-
nicznym oraz klasq, nazwqg i adresem szkoly.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa pomorskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego,
ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa $laskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego,
ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddztwa matopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
ul. Lojasiewicza 6, 30-348 Krakow.

Dla wojewddztwa lubelskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematyczne;j
— Instytut Matematyki Uniwersytetu Marii Curie-Sklodowskiej,
pl. M. Curie-Sktodowskiej 1, 20-031 Lublin

Dla wojewodztwa 16dzkiego i $wietokrzyskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Ma-
tematycznej — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu L.odzkiego,
ul. Banacha 22, 90-238 ¥.6dz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza,
ul. Uniwersytetu Poznanskiego 4, 61-614 Poznan.

Dla wojewddztwa podkarpackiego: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej
— Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy, Uniwersytetu Rzeszowskiego
ul. Pigonia 1, 35-310 Rzeszow.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: Komitet Okregowy Olim-
piady Matematycznej — Instytut Matematyki Uniwersytetu Szczecinskiego,
ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewédztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
— Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Toruf.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk,
ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewodztwa dolnoslaskiego i opolskiego:  Komitet Okregowy Olimpiady
Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé
w Internecie pod adresem: https://om.mimuw.edu.pl


https://om.mimuw.edu.pl

