LXXIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

1. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktorych ist-
nieja takie liczby s1, s9,...,5, € {—1,1}, ze

1-s9+2-s9+...4n-5,=0.

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie:
Odpounedz: Liczby n postaci 4k +3 14k +4dlak=0,1,2,3,...

Na poczatek zauwazmy, ze gdy n jest postaci 4k + 1 lub 4k + 2 dla
pewnego catkowitego k, to dla dowolnego wyboru liczb sy, s9,...,8, W
sumie

l1-s1+2-s9+...+n-5s,

wystepuje doktadnie 2k + 1 nieparzystych sktadnikéw, wobec czego cata
suma jest liczbg nieparzysta. Liczby n postaci 4k+1 i 4k+2 nie spelniaja
wiec warunkow zadania.

Udowodnimy, ze jesli dla jakiej$ liczby n € N istniejg takie liczby
S1,82, ..., $n € {=1,1},ze 1 - 51 4+2-s9+ ... +n-s, = 0, to istnieja
tez takie liczby dla n + 4. Wystarczy przyja¢ s, 1 = Spiq = 1 oraz
Spt2 + Snyz3 =—1,bo (n+1)—(n+2)—(n+3)+ (n+4)=0.

Teza zachodzi dlan =3, bo1-1+1-2+4 (—1)-3 = 0. Zachodzi tez
dlan=4,bol-14(-1)-2+(—1)-3+1-4=0. Teza zachodzi wiec
dla kazdej liczby postaci 4k + 3 i kazdej liczby postaci 4k + 4, gdzie k
oznacza dowolna catkowita liczbe nieujemna.

Uwaga. Liczby sq, sa, ..., s, mozna dobiera¢ na wiele réznych sposo-
bow. Na przyktad, jezelin = 4k—1 dla pewnego k = 1,2, ..., to mozemy
wziaé

1 dlaie{1,2,3,...,k—1,3k3k+1,... 4k — 2,4k — 1}
S; — .
1 dlaie{kk+1,...,3k—1}

Wéwezas
1-31+2-32+...+n~5n:A—B+C,

gdzie
A:1+2+...+(k:—1):(k_21)k,
B:k:+(k;+1)+...+(3k—1):w:k(%—l),
C:3k+(3k+1)+...+(4k—1):k(?g_l).

(Powyzsze réwnosci wynikaja ze wzoru na sume ciagu arytmetycznego. )
Stad

kE—1 kE—1
A—B+C:k~<—(4k—1)+7 >:0.
2 2
Jezeli n = 4k dla pewnego k = 1,2, ..., to mozemy wybrac

L dlaie{1,2,3,...,k3k+1,3k+2,..., 4k}
“l-1 dlaie{k+1,k+2,...,3k} '

Analogicznie jak wyzej widzimy, ze

l-s1+2-s9+...+n-s,=A—B+C,

gdzie
A:1+2+”'+k:k(k;1)’
B:(k+1)+(k+2)+...+3k;:w:k;(4/<:+1),
C:(3k+1)+(3k+2)+...+4k:W.
Stad
A—B+C:k-<k;r1—(4k:+1)+7k+1> =0.



2. Znalezé wszystkie trojki liczb rzeczywistych (a,b,c) spelniajace
uktad réwnan

a>+4ab+0* =1

b2+ 4dbe+ 2 =1

A +4ca+a® = -2
Autor zadania: Tomasz Ciesla

Rozwiazanie:

Odpowiedz: (a,b,c) = (1,0,—1) i (a,b,¢) = (—1,0,1).

Poréwnujac lewe strony pierwszego i drugiego réwnania otrzymujemy
a® + 4ab = 4bc + 2, skad

0=a®—c*+4ab—4bc = (a — c)(a+ c+ 4b).

Jesli a — ¢ = 0, to a = c i trzecie réwnanie przyjmuje postaé¢ 6a*> = —2.
To jest sprzecznosé, bo kwadrat liczby rzeczywistej nie moze by¢ ujemny.
W takim razie a — ¢ # 0, wobec czego a + ¢ 4+ 4b = 0.

Z drugiej strony, dodajac stronami wszystkie trzy réwnania dostajemy
20a+b+c)>=0,skada+b+c=0.

Otrzymane zwiazki daja 3b = (a+c+4b) —(a+b+¢) =0—-0=0,
wiec b = 0. Stad a + ¢ = 0, tj. ¢ = —a. Pierwsze rownanie redukuje sie
do a? =1, skad a = 1 lub a = —1. Otrzymali$my dwie mozliwe trojki:
(a,b,¢) = (1,0,—1) i (a,b,¢) = (—1,0,1). Bezposrednie sprawdzenie
pokazuje, ze obie spetniaja wyjsciowy uktad réwnan.

3. Dany jest trojkat ABC'. Okrag styczny do boku AC' oraz do prze-
dtuzen bokéw AB, BC ma promien dtugosci ;. Okrag styczny do boku
BC' oraz do przedhuzen bokéw AB, AC' ma promien dtugosci ro. Udo-
wodnié, ze jezeli r1 +ry = AB, to trojkat ABC jest prostokatny.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Przedstawimy kilka sposobéw rozwigzania. Najpierw jednak sformu-
hujemy i udowodnimy dwa pomocnicze stwierdzenia, z ktorych bedziemy
korzysta¢. Dla skrécenia zapisu bedziemy oznaczaé a = BC, b = CA,
c=AB,p=1i(a+b+0).

Lemat 1. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC,
CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Wowczas

AE=AF=p—a, BD=BF=p—b, CD=CE=p—c.

Dowaéd. Oznaczmy x = AE = AF, y = BD = BF, z = CD = CE.
Wowcezas a = y+2z,b = x+21ic = x+y. Po dodaniu stronami tych trzech
réwnosci dostajemy a+b+c = 2(zx+y+z), skad p = x+y+ 2. W takim
razier = (x+y+2)—(y+2)=p—a,y=(r+y+z2)—(x+2)=p—0>
iz=(r4+y+z)—(x+y) =p—c

C
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Lemat 2. Dany jest trojkat ABC. Okrag o jest styczny do boku BC
w punkcie D oraz do przedtuzen bokow AC i AB odpowiednio w punk-
tach £ i F'. Wowczas

AE=AF =p, BD=BF =p—¢, CD=CE=p—0.

Dowdd. Oznaczmy v = AE = AF, y= BD = BF, 2 = CD = CFE.
Woéwcezas a = y+ 2, b =2 — 2z1ic =2 —y. Po dodaniu stronami tych
trzech rownosci dostajemy a + b + ¢ = 2z, skad p = . W takim razie
y=xr—c=p—ciz=x—b=p—0>o.

E
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Przejdzmy do rozwigzania zadania.
Sposob 1. Oznaczmy $rodek okregu stycznego do boku AC' i prze-

dtuzen bokow AB, BC przez J, oraz srodek okregu stycznego do boku
BC' i przedtuzen bokow AB, AC przez K. Niech D bedzie punktem



stycznosci pierwszego okregu z bokiem AC', a EF — punktem stycznosci
drugiego okregu z bokiem BC'. Z Lematu 2. wynika, ze CD = p —a
oraz CE = p — b, wiec CD + CFE = 2p — a — b = c. Z drugiej strony,
oznaczajac $ACB = v, mamy

XJCD = 90° — % — JECK,

wiec ¥DJC = = JOKE. Stad r, = CDectgd iy = CEctg3.
Po dodaniu stronami otrzymujemy

r+ry=(CD+ CE) Ctg% = cctg%.
Jedli wige r1+12 = ¢, to ctg 3 = 1. Poniewaz 0 < § < 90°, wigc 3 = 45°,

tj. v = 90°.

Sposéb 2. Przyjmijmy oznaczenia punktow J, K, D, E jak w sposobie
pierwszym. Obierzmy na boku AB taki punkt F', ze AF' = ry. Wowczas
z réwnosci r; + ro = AB wynika, ze BF = ry. 7Z Lematu 2. wynika,
ze AD = p — ¢ = BE. Niech I bedzie takim punktem lezacym po tej
samej stronie prostej AB co C, ze [F 1 AB i IF = p — ¢. Wowczas
z cechy przystawania bok-kat-bok wynika, ze AJDA = AAFI oraz
ABEK = AIFB. Mamy

1 1
SFAI = SAJD = 90° — $DAJ = 90° — (90° — 5%EBAO) = §%EBAC,
wiec Al jest dwusieczng kata BAC'. Analogicznie,

1 1
JIBF = 4EKB = 90°— 4K BE = 90° — (90° — 5%zCBA) = 5%zCBA,

wiec BI jest dwusieczna kata C'BA. W takim razie I jest srodkiem okre-
gu wpisanego w trojkat ABC, a F' — jego punktem stycznosci z bokiem
AB. Oznaczmy punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC
z bokami AC' i BC' odpowiednio przez G i H. Z Lematu 1. wynika, ze
CH=CG=p—c=1G = IH. Czworokat CGIH jest wiec rombem.
Stad

JACB = 180° — 4IGC = 180° — 90° = 90°.

Sposéb 3. Sprobujmy wyrazié r1 i ro w zaleznosci od a, b, c. Przyjmij-
my oznaczenia punktéw J i K jak w sposobie pierwszym. Kwadratowe
nawiasy oznacza¢ beda pole figury. Wysokosci trojkatow ABJ, BCJ
i AC'J opuszczone z wierzchotka J maja dtugosé r1. W takim razie

cry  ary  brg

;T3 T b

[ABC] = [ABJ] + [BCJ] — [ACJ]
Analogicznie, wysokosci trojkatow ABK, ACK i C BK maja dtugo$c ro,
wiec

[ABC] = [ABK] + [ACK] — [CBK] = % + b? - % = (p— a)rs.



Wobec tego

[ABC] | [ABC] VR

141y = b= b + p— = [ABC] (p—b+p—a>
_ (p—a)+(p-b) _ _ ¢
IR N T Sl T ¥

Z zalozenia m 41y = ¢ wynika wiec, ze (p—0b)(p—a) = [ABC|. Ze wzoru
Herona mamy

[ABC] = \/p(p — a)(p— b)(p — ).
co w polaczeniu z poprzednia rownoscig daje
(p—0)(p—a)=pp—o).

Po wymnozeniu mamy p? — (a + b)p + ab = p* — pc, wiec

1 1 1
ab = p(a+b—c) = - (a+b+c)(at+b—c) = _((a+b)*~c*) = - (a*+2ab+" 7).

Stad a? + b? = . Z twierdzenia Pitagorasa wynika wiec, ze kat ACB
jest prosty.

4. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (m,n) o
nastepujacej wlasnosci: w kazde pole nieskonczonej szachownicy mozna

wpisaé liczbe ze zbioru A = {1,2,..., mn} w taki sposéb, ze w kazdym
prostokacie o wymiarach m x n lub n x m (sktadajacym si¢ z mn pél)
kazda liczba ze zbioru A wystepuje doktadnie raz.

Autorzy zadania: Marta i Michal Strzeleccy

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Pary (m,n), dla ktérych m dzieli n lub n dzieli m.

Zatézmy, ze udalo si¢ wpisaé liczby w zadany sposob. Pole w x-tej
kolumnie i y-tym rzedzie bedziemy nazywaé polem (x,y).

Dla dowolnego y catkowitego rozwazmy prostokat m x n, ktorego le-
wym dolnym polem jest pole (y,1) oraz prostokat m X n, ktérego le-
wym dolnym polem jest pole (y + 1,1). Te dwa prostokaty maja m — 1
wspolnych kolumn. Poniewaz oba prostokaty zawieraja ten sam zestaw
liczb, wiec liczby w lewej skrajnej kolumnie pierwszego prostokata sa
takie same jak liczby w prawej skrajnej kolumnie drugiego prostokata.
To znaczy, ze liczby wpisane w pola (y, 1), (y,2), ..., (y,n) sa takie same
jak liczby wpisane w pola (y +m, 1), (y +m,2), ..., (y +m,n).

Prowadzac analogiczne rozumowanie dla prostokatow n x m dowodzi-
my, ze liczby wpisane w pola (y,1), (y,2),...,(y, m) sa takie same jak
liczby wpisane w pola (y +n, 1), (y +n,2), ..., (y +n,m).

Zalozmy, ze zadna z liczb m,n nie jest dzielnikiem drugiej. Doprowa-
dzimy do sprzecznosci. Bez ograniczenia og6lnosci rozumowania zatoz-
my, ze m > n. Zapiszmy m = an+b, gdzie a i b sg liczbami catkowitymi
i1 <b<n-—1. Niech k bedzie liczba wpisana w pole (1,1). Korzysta-
jac wielokrotnie z poczynionej wczesniej obserwacji widzimy, ze liczba k
jest réwniez wpisana w ktéres z pél (n+1,1), (n+1,2), ..., (n+1,m),
w ktéres z pol (2n+1,1), (2n+1,2), ..., (2n+ 1,m), i tak dalej.

Liczba k jest zatem wpisana w ktéres z pol (an+1,1), (an+1,2), ...,
(an + 1,m), a takze w ktores z pdl (m, 1), (m,2), ..., (m,n). Jednakze
prostokat n x m, ktérego lewym dolnym polem jest pole (an+1, 1) przy-
krywa oba powyzsze zestawy pol — zawiera wiec liczbe k& dwukrotnie,
co daje sprzecznos¢. Zatem nie istnieje zadane wpisanie liczb gdy zadna
z liczb m,n nie jest dzielnikiem drugiej.



Zatézmy teraz, ze m dzieli sie przez n (gdy n dzieli sie przez m ro-
zumowanie jest analogiczne). Wskazemy spelniajace warunki zadania
przyporzadkowanie liczb.

Symbolem a mod b bedziemy oznacza¢ reszte z dzielenia liczby a
przez b. W pole (x,y) wpisujemy liczbe

f(z,y) = ((r —y) mod m) - n+ (y mod n) + 1

Tak okreslona liczba jest w zbiorze A dla dowolnych x,y. Na rysunku
przedstawiono wypetnienie planszy za pomoca powyzszego wzoru dla
m=61in=2.
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Zauwazmy, ze f(x,y) = f(2',y) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza

réwnosci
ymodn =1y modn oraz (x—y)modm= (2 —y") mod m.

To za$ jest rownowazne temu, ze n dzieli liczbe y —1’ oraz m dzieli liczbe
r—y—(2'—y)=(x-2)—(y—v).

Wykazemy, ze kazdy prostokat m x n przykrywa parami roézne liczby.
Nalezy pokazaé, ze jesli |z — /| <m, |y — | <ni f(z,y) = f(2', ),
to x = 2’ i y = y'. Na mocy obserwacji poczynionej powyzej, liczba
y — vy dzieli sie przez n, a liczba (z — 2’) — (y — ¢/) dzieli si¢ przez
m. Jedyna liczba o module mniejszym od n podzielna przez n jest 0 —
zatem y—y = 0. Wtedy (xr—2')— (y—v') = x—2' jest podzielna przez m
liczbg o module mniejszym od m — zatem x —x’ = 0. Ostatecznie x = 2’
iy=1y.

Teraz wykazemy, ze kazdy prostokat n x m przykrywa parami roz-
ne liczby. Nalezy pokazaé, ze z warunkéw |z — 2| < n, |y —¢/| < m
i f(z,y) = f(2/,y') wynika, ze x = 2/ i y = /. Analogicznie jak wyzej
stwierdzamy, ze y —v/' dzieli sie przez n oraz ze (z—a') — (y—y') dzieli sie
przez m. Liczba m dzieli sie przez n, wiec n dzieli liczbe (xr—a') —(y—1v/),
a skoro n dzieli y — 4/, to musi tez dzieli¢ x — 2’. Poniewaz x — 2’ jest
podzielng przez n liczbg o module mniejszym od n, wiec x —x’ = 0. Stad
wniosek, ze liczba (x — ') — (y —y') jest rowna y’ —y. Jest ona podzielna
przez m i ma modul mniejszy od m, wiec ¥’ — y = 0. Otrzymalismy
zatemz =" iy =1y

5. Rozstrzygnac, czy istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb cat-
kowitych, ktérych nie mozna przedstawi¢ w postaci n? + p, gdzie n jest
liczba catkowita, a p liczbg pierwsza.

Autor zadania: Pawel Gadzinski

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze dla dowolnej nieparzystej liczby a > 3 liczby (3“+1>
nie mozna przedstawi¢ w zadanej postaci. To jest dodatnia liczba cal-
kowita, bo licznik utamka 3““ jest parzysty i dodatni. Przypusémy nie

wprost, ze (%) =n?+p dla pewnej liczby catkowitej n i pewnej licz-
by pierwszej p. Zamieniajac w razie potrzeby n na —n, mozemy zatozyc¢,
ze n > 0. Mamy

<3a—|—1>2 ) <3a+1+ ><3a—|—1 )
= —n = n — N .
b 2 2 2




W powyzszym iloczynie pierwszy czynnik jest dodatni, wiec drugi tez
musi by¢ dodatni. Liczba p jest pierwsza, wiec powyzsza rOwnos¢ moze
zajs¢ jedynie wtedy, gdy czynniki sa rowne 1 i p. Ich suma z jednej
strony jest réwna p + 1, a z drugiej (3“;1 + n) + (3”“2—“ — n) = 3a+ 1.
W konsekwencji 3a = p. OtrzymaliSmy sprzecznos¢, gdyz liczba 3a jest

ztozona, a liczba p — pierwsza.

6. Dany jest czworokat wypukly ABCD wpisany w okrag. Przekatne
AC i BD przecinajg sie w punkcie P, przy czym BP = AD + DC.
Punkt X lezy na boku BC, przy czym BX = AC. Dowies¢, ze
294BPX = 4ADC.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Obierzmy na odcinku BP taki punkt Y, ze BY = AD. Katy CAD
i XBY sa réwne, bo sg to katy wpisane oparte na tym samym tuku
okregu opisanego na czworokacie ABCD. Ponadto AC' = BX oraz
AD = BY. Z cechy przystawania bok-kat-bok wynika, ze tréjkaty AC' D
i BXY sa przystajace. W szczegdlnosci CD = XY. Zauwazmy, ze

PY =BP—-BY =AD+ DC - AD =CD = XY.

W konsekwencji trojkat PXY jest réwnoramienny i Y PX = SPXY .
Stad
JADC = ¥BY X = 4YPX + 4PXY =294BPX,

co byto do udowodnienia.

7. Udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych zacho-
dzi nieréwnos¢

\/abQ(b + c)+\/bc2(c + a)+\/ca2(a +b) < ;\/(a +b+ )t — (a® + b2 + 2)2.

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwiazanie:
Sposob 1. Oznaczmy lewsg strone i prawg strone dowodzonej nierow-
nosci odpowiednio przez L i P. Korzystajac ze wzoru

(z4+y+2)?=2"+y"+2°+ 2y +yz + 22)
otrzymujemy L? = A + 2B, gdzie
A= ab*(b+ c) + bc*(c+a) + ca*(a + b)
oraz
B = \/ab302(b +c)(c+a)+ \/bc3a2(c +a)(a+b)+ \/ca3b2(a +0)(b+ c).
Mamy tez

P? = E (((a +b+0)H?— (a® +0* + 02)2)

4
1 2 2 2 2 2 2 2 2
:Z((a+b+c) + @+ + ) ((a+b+0)? = (a®+5+ )
= (a*+b* + ¢ + ab+ be + ca)(ab + be + ca)
—A+C+D,
gdzie
C = a*b(a +b) + b%c(b+ ¢) + c*a(c + a)
oraz

D = abe(b+ ¢) + abe(e + a) + abe(a + b).

Wystarczy wiec udowodni¢, ze 2B < C + D. 7 nieréwnosci miedzy
srednimi geometryczng i arytmetyczng wynika, ze

2\/ab302(b +c)(c+a) = 2\/b26(b +¢) - abe(c + a) < b*e(b+ c) + abe(c + a),
2\/bc3a2(c +a)(a+0b) = 2\/02a(c +a) - abc(a + b) < ta(c+ a) + abe(a + b),
2\/ca362(a +0)(b+c¢) = 2\/a2b(a +b) - abe(b + ¢) < a*b(a + b) + abe(b + c).




Po dodaniu stronami powyzszych nierownosci otrzymujemy 28 < C'+ D,
co konczy dowdd.

Sposob 2. Postuzymy sie nieréwnoscig Cauchy’ego-Schwarza. Mo-
wi ona, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych aq,as, ..., a,,
b1,bs, ..., b, zachodzi nierownosé

\/a%+a%+...+a%~\/b%—i-b%—l—...—l—b%>a1b1+a2b2+...+anbn.
Przyjmijmy n = 3 i potézmy
a1 = Vab, as = Vbe, a3 = \/ca,
b= W7, b= T @), by = Jala 7D
Wowczas

al + a3 + a3 = ab + be + ca,
b3 + b3 + b3 = a* + b + ¢ + ab + be + ca,

a1by + asbs + azbs = \/ab2(b—|— c)+ \/bcg(c+ a) + \/caQ(a +b).

Nieréwnos$¢ Cauchy’ego-Schwarza dla powyzszego doboru liczb aq, as,
as, by, by, bg wraz z przeksztalceniem prawej strony dowodzonej nieréw-
nosci przedstawionym w sposobie pierwszym dowodzi wiec tezy zadania.

8. Dany jest okrag, w ktorym zaznaczono pewna skonczona liczbe
cieciw. Lamang zamknieta ztozona z co najmniej trzech parami réznych
zaznaczonych cieciw nazwiemy cyklem. Lamane uznajemy za takie sa-
me wtedy i tylko wtedy, gdy sktadaja sie z tego samego zbioru cieciw.
Okazato sie, ze istnieje cykl C ztozony z 2022 cieciw o nastepujacej wia-
sno$ci: kazdy cykl ma co najmniej jedna wspélna cieciwe z cyklem C.
Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe cykli.

Autor zadania: Daniel Goc

Rozwiazanie:

Dla kazdego cyklu A bedziemy oznaczaé przez f(A) zbiér wspolnych
cieciw cykli A i C. Z warunkéow zadania wynika, ze dla dowolnego cyklu A
zbiér f(A) jest niepusty. Udowodnimy, ze jesli A i B sa r6znymi cyklami,
to f(A) # f(B).

Zatozmy, ze f(A) = f(B) dla pewnych dwoch réznych cykli A i B.
Udowodnimy, ze istnieje cykl, ktory nie ma zadnej wspolnej cieciwy z cy-
klem C, co da sprzeczno$é¢ z warunkami zadania. Niech D bedzie zbiorem
tych cieciw, ktore wystepuja w dokladnie jednym posrod cykli A i B.
Zbiér D jest niepusty, bo cykle A i B sa rézne. Ponadto D nie zawiera
zadnej cieciwy z cyklu C, bo f(A) = f(B). Zauwazmy, ze koniec dowolne-
go odcinka z dowolnego cyklu jest koncem parzyscie wielu odcinkow z te-
go cyklu. Wynika stad, ze koniec dowolnej cigciwy jest konicem parzyscie
wielu odcinkow z D — w szczegdlnosci dowolny koniec odcinka z D jest
koncem co najmniej dwoch odcinkéw z D. Wybierzmy dowolny odcinek
ze zbioru D i oznaczmy jego konce przez Ag i A;. W zbiorze D istnieje
jakis odcinek o koncu Ay rézny od AgA;. Wybierzmy jeden z takich od-
cinkow i oznaczmy jego drugi koniec przez A,. Podobnie rozumujac, w D
istnieje odcinek o koncu A, rézny od A;As. Wybierzmy dowolny z ta-
kich odcinkéw i oznaczmy jego drugi koniec przez As. Kontynuujemy to
rozumowanie do momentu, w ktérym wybierzemy taki odcinek A;_1A;,
ze A; = A; dla pewnego j < i. Wtedy tamana zamknigta A;A,.4 ... A,
jest cyklem niemajacym zadnej wspolnej cieciwy z cyklem C.

Udowodnilismy wigc, ze réznym cyklom odpowiadajg rézne niepu-
ste podzbiory zbioru cieciw tworzacych cykl C. Takich podzbioréw jest
22022 _ 1. W takim razie liczba cykli to co najwyzej 22922 — 1. Pokazemy
teraz, ze to ograniczenie gérne moze by¢ osiggniete.

Rozwazmy dowolne 2023 punkty Aq, Ao, ..., Asgee, B na okregu. Na-
rysujmy cieciwy

A1A2> A2A37 SR 7A2021A20227 A2022A17 BA1> BA27 s 7BA2022-

B
Ay Azp22
Ay Azo21
As A2020

Wowcezas cykl C = A1 A, ... AygooA; ma whasno$é opisang w tresdci zada-



nia. Pozostaje uzasadnic, ze dla kazdego niepustego podzbioru X zbioru
cieciw tworzacych cykl C istnieje cykl A taki, ze f(A) = X.

Jedli X sktada sie ze wszystkich cieciw cyklu C, to f(C) = X. W prze-
ciwnym razie cieciwy w zbiorze X tworza tamane otwarte £y, Lo, ..., Lk,
przy czym konce wszystkich tych tamanych sa rézne, kazda jest postaci
A;Aiqq ... A; dla pewnych ¢ < j, by¢ moze poza jedng lamana, ktéra
moze by¢ postaci A;A;q1 ... AsgeoAr ... A; dla pewnych ¢ > j. Wtedy
cykl A = BLyBLyB ... BL;B spehia f(A) = X.

9. Zatézmy, ze 2(a® +b*+ ¢*) = 5(ab+ bc + ca) = d dla pewnych liczb
catkowitych a, b, ¢, d. Udowodni¢, ze 10d jest kwadratem liczby catkowi-
tej.

Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze

1 2
(a+b—|—c)2:a2+b2+c2+2(ab+bc+ca):2d+5d:190d.

Z tej rownosci wynika w szczegdlnosci, ze a + b + ¢ dzieli sie przez 3.
W takim razie
10(a+b+c) ) ?

100

co dowodzi tezy.

10. Dany jest réznoboczny trojkat ostrokatny ABC wpisany
w okrag €. Punkt M jest srodkiem dtuzszego tuku BC okregu €2, a punkt

N — srodkiem krétszego tuku BC' okregu €2. Symetralna odcinka AN
przecina odcinki AB i AC' odpowiednio w punktach X i Y. Oznaczmy
przez Z rézny od N punkt przeciecia okregu €2 i okregu opisanego na
trojkacie NXY. Dowiesé, ze prosta M Z przechodzi przez ortocentrum
trojkata ABC.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze AN jest dwusieczng kata X AY . Trojkat X AY jest wiec
rownoramienny. Poza tym prosta XY jest symetralng AN, wiec A1 N
sa symetryczne wzgledem XY. Czworokat AX NY jest wiec rombem.

Punkty M i N sg $rodkami dtuzszego tuku BC' i krétszego tuku BC
okregu €2, wiec M N jest érednicg 2. Oznaczmy przez T rézny od Z
punkt przeciecia prostej M Z z okregiem opisanym na trojkacie NXY.
Poniewaz SNZT = <NZM = 90°, wiec NT jest érednica tego okre-
gu. Ze wzgledu na réwnoramienno$¢ tréjkata NXY punkt T lezy na
prostej AN.

Oznaczmy ortocentrum trojkata ABC przez H. Aby udowodnié¢, ze
H lezy na prostej M Z wystarczy udowodnié, ze SATH = SNTM, do
czego 7z kolei wystarczy wykazac, ze trojkaty AHT i NMT sg podob-
ne. Proste AH i M N sa prostopadte do BC, wiec AH || MN. Zatem
SHAT = SMNT i do zakoficzenia rozwigzania wystarczy udowodnié,
ze

AH MN
AT ~ NT (*)

— zadane podobienstwo wyniknie wtedy z cechy bok-kat-bok.



Zauwazmy, ze STY X = STNX = 4XAT = 90° — <Y X A. Wynika
stad, ze YT 1 AX. Wrazz AN 1 XY oznacza to, ze T jest ortocentrum
trojkata AXY'.

Lemat. Jesli H jest ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC wpisa-
nego w okrag o érednicy d, to AH = dcos({BAC).

Dowdéd. Niech A’ bedzie takim punktem, ze AA’ jest $rednicg okre-
gu opisanego na tréjkacie ABC. Niech D bedzie spodkiem wysokosci
opuszczonej z wierzchotka C'. Mamy

IDAH =90° — SCBA = 90° — SOA'A = 4 A'AC.
Trojkaty prostokatne ADH i AC A’ sg zatem podobne. Stad

AH AD
A4 AC = cos(¥BAC),

co konczy dowdd lematu.
A

Wréémy do rozwigzania zadania. Srednica okregu opisanego na tréj-
kacie AXY jest réwna $rednicy okregu opisanego na tréjkacie NXY', bo
trojkaty te sa przystajace. Jest ona zatem rowna N'T'. Z lematu zastoso-
wanego do trojkata AXY mamy AT = NT cos(¥ X AY). Z drugiej stro-
ny, lemat zastosowany do tréjkata ABC daje AH = MN cos(XBAC).
W takim razie

AH  MN cos($BAC) MN
AT~ NTcos(¥XAY)  NT’

co dowodzi réwnosci (x), do ktorej sprowadziliSmy teze zadania.

11. Dana jest liczba catkowita n > 2. Dodatnie liczby rzeczywiste
ai,...,a, speiaja réownosé¢ a? + a3 + ... + a2 = n. Oznaczmy przez A
zbiér tych indeksow i € {1,2,...,n}, dla ktérych a; > 2. Udowodnié, ze

n 2
n-Za? +4- (Zai> < 4n?.
i€A i=1

Autorzy zadania: Marta i Michal Strzeleccy

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu skorzystamy z nieréwnosci miedzy $rednia kwadratowa
i $redniag arytmetyczna: dla dowolnych liczb rzeczywistych xq,..., z,

zachodzi nieréwnosé

\/x%+x%+...+x§l 1+ a9+ ...+,

=
n n
Sposob 1. Na poczatek zauwazmy, ze gdy zbior A jest pusty, to nie-
rowno$é przyjmuje postac

n 2
4. (ZQZ) <4An® =4nd d.
i=1 i=1
Po podzieleniu tej nieréwnoéci przez 4n? i wzieciu pierwiastka otrzymu-
jemy nieréwnos¢ miedzy $rednig kwadratowa i srednig arytmetyczna.
Bedziemy od teraz zaktadaé, ze zbior A nie jest pusty. Oznaczmy
przez B zbiér tych indeksow i, ze a; < 2. Zbiér B jest niepusty, bo w

przeciwnym razie mielibysmy a; > 2 dla wszystkich ¢ = 1,2, ..., n, skad
n=Y",a?> 4n — sprzecznos¢. Oznaczmy k = |A|, ¢ = |B|, oraz
a2 2
- ZZEA i : y = ZZEB i
k l

Wtedy > 2 > y > 0, skad w szczegdlnosci 22 — y? > 0. Poniewaz
AUB=1{1,2,...,n}, wiec k+{ = n oraz

n=>a=>y a+Y a} =ka’+ .
i=1 i€A i€B
Traktujac powyzsze dwa zwigzki jako réwnania liniowe zmiennych k, ¢,
wyznaczamy k i ¢ w zaleznosci od n, z i y:
1—1? 2?2 —1
. Y (=n.

k=mn 22 — g2’ 22 — g2



Ze wzoru na k wynika w szczegdlnosci, ze y < 1. Z nieréwnosci miedzy
srednig kwadratowa i Srednig arytmetyczna wynika, ze

> a; <k, > a; < ly.

€A i€B

W takim razie

Zai:ZamLZaigkijﬁy,
i=1

€A 1€B

wiec

N
n-y a;+4- (Zai> < nka® + 4(kx + ly)?
i€A i=1

i do dokonczenia rozwiazania wystarczy dowies¢, ze
nkx® + 4(kx + ly)? < 4n® = dn(ka® + 0y?).
Mamy

n(ka? + 0y?) — (kx + ly)? = nka® + nly* — k*2* — 2klzy — (*y?
=k(n —k)2® + (n — O)y* — 2klzy
= kl(2® +y* — 2zy) = kl(z — y)*.

Wystarczy wigc dowies¢, ze
nkx® < 4kl(z —y)*.

Podstawiajac za ¢ obliczong wczesniej warto$é¢ i mnozac obie strony nie-

, s’ . y . ’ . .
rownosci przez , otrzymujemy rownowaznie

nk
2z +y) <4(@® = 1)(z —y).
Poniewaz y < 11z > 2, wiec

42° = 1)(z —y) —2*(x +y) = 32° — 4o — y(5a® — 4)
> 32° — 4o — (5a® — 4)
=(z—2)(32* + 2z —2)
>0,

co konczy dowdd.

Sposdb 2. Niech s bedzie srednig arytmetyczna liczb a4, ..., a,. Z nie-
rownosci miedzy $rednia kwadratowa i Srednig arytmetyczna wynika,
ze
at+...+a2

1= = S.
n
Wobec tego dla dowolnego i € A mamy
Q; Q;
5 =aqa; — B} <a;—Ss
Dlai=1,2,...,n oznaczmy

{“" dlaic A
b= 2

0 w przeciwnym przypadku.
Wéwcezas dla dowolnego ¢ = 1,2, ..., n mamy
b2 < (a; — s)°.

Rzeczywiscie, jesli i € A, to wynika to bezposrednio z poprzedniej nie-
réwnosci i zalozenia o dodatniosci a;. Jesli zas i ¢ A, to nieréwnosé
zachodzi, bo kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujem-
na.

Sumujac powyzsze nieroéwnosci dla ¢ = 1,2,...,n dostajemy

b?<2(ai—s)2.

1 i=1

n
1=

Prawa strona powyzszej nieréwno$ci jest rowna

(a; — s)* = > (af — 2a;s + 32> => a;—2 (Z&Z) s + ns’
1 i=1 i=1 i=1

=n—2ns> +ns? =n —ns’.

n
1=
W takim razie

n

n 2
n.Za?:Zln-Zb?<4n2—4n2s2:4n2—4<2ai> ,
i=1 i=1

€A

co jest rownowazne tezie zadania.



12. Gra w (n, k)-kamienie rozgrywana jest na prostokatnej planszy
sktadajacej sie z n pol ustawionych w rzedzie. Na poczatku gry na k-tym
polu od lewej znajduje si¢ kamien, a pozostate pola sg puste. Pojedyn-
cza tura przebiega nastepujaco. Na kazdym kamieniu na planszy stawia-
my kropke. Nastepnie ktadziemy kamien (bez kropki) na kazdym polu
sagsiadujacym z doktadnie jednym polem, na ktérym znajduje sie ka-
mien z kropka. Na koniec tury zdejmujemy z planszy wszystkie kamienie
z kropka. Gra konczy sie porazka, jezeli na planszy nie pozostaly zad-
ne kamienie. Znalezé wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (n, k),
dla ktorych gra w (n, k)-kamienie nigdy nie zakonczy sie porazka, nie-
zaleznie od tego ile tur rozegramy.

Autor zadania: Jakub Onufry Wojtaszczyk

Rozwiazanie:

OdpowiedZ: Takie pary (n, k), ze n + 1 nie jest potega dwdjki o wy-
ktadniku catkowitym dodatnim oraz k jest dowolng liczbg ze zbioru
{1,2,...,n}.

Zauwazmy, ze po kazdej turze wszystkie kamienie znajduja si¢ na po-
lach tej samej parzystosci i parzystos¢ ta zmienia sie¢ po kazdej turze.
Rzeczywiscie, na poczatku gry ta wlasno$¢ zachodzi, bo jest tylko je-
den kamien, a w kazdej turze kamienie sa dostawiane wytacznie na pola
sasiadujace z tymi, na ktorych staly kamienie przed wykonaniem tury.

Gre w (1, 1)-kamienie przegrywamy po wykonaniu pierwszej tury. Je-
zeli 2 | n, to gry w (n, k)-kamienie nigdy nie przegramy. Rzeczywiscie,
skoro pierwsze i ostatnie pole sg roéznej parzystosci, to na poczatku tu-
ry zawsze co najmniej jedno ze skrajnych pol planszy musi by¢ puste.
Dzieki temu w kazdej turze zawsze mozemy dostawi¢ co najmniej jeden
kamien bez kropki, gdyz jesli np. ostatnie pole jest puste, to mozemy
dostawi¢ kamien po prawej stronie kamienia z kropka znajdujacego sie
najbardziej na prawo. Podobnie, jesli pierwsze pole jest puste, to zawsze
mozemy dostawi¢ kamien bez kropki po lewej stronie kamienia z kropka
znajdujacego sie najbardziej na lewo.

Gre w (n, k)-kamienie mozemy przeformutowaé w nastepujacy spo-
sob. Kazdy mozliwy stan gry na poczatku tury reprezentujemy przez

n-elementowy ciag zero-jedynkowy (zy,zs,...,2,), przy czym dla do-
wolnego ¢ = 1,2,...,n réwno$¢ z; = 0 oznacza, ze i-te pole jest pu-
ste, a réwno$¢ x; = 1 oznacza, ze na i-tym polu stoi kamien. Wy-

konanie tury polega na przejéciu ze stanu (z1,s,...,x,) do stanu

(x9, 1 + T3, T2 + Tyy ..., Tp_o + Tp,Ty_1), gdzie dodawanie wykonuje-
my modulo 2 (czyli umawiamy sie, ze 1 + 1 = 0). Stanem poczatkowym
gry jest ciag zero-jedynkowy, ktéry na k-tej pozycji ma jedynke, a na
pozostatych pozycjach — zera. Gre przegrywamy wtedy i tylko wtedy,
gdy po pewnej skonczonej liczbie tur otrzymamy ciag ztozony z samych
zer.

Zauwazmy, ze po wykonaniu dwéch tur w (n, k)-kamienie przechodzi-
my ze stanu (xy, T, ..., x,) do stanu

(X1 423, T4, 1+ T5, To+ L6, - .., Tpes + Tpe1, Tpea + Ty Tz, Tn_o +Tp).

Stad jeslin > 3121t n, to wykonanie dwoch tur w grze w (n, k)-kamienie
zmienia liczby x9, x4, ..., x,_1 W taki sam sposob jak wykonanie poje-
dynczej tury dla stanu (zo, 24, ..., Tp_1).

Dla dowolnego n-elementowego ciagu x = (x1, za, . . ., x,) symbolem X
bedziemy oznaczaé (2n+ 1)-elementowy ciag (0, 21,0, 22,0, ...,0,x,,0).

Oznaczmy przez x"hm = (gphm gkm o gnkmy gtan wogrze
w (n, k)-kamienie po wykonaniu m tur.

Rozwazmy gre w (2n+1, 2k)-kamienie. Mamy x = x"k0 7 po-
przedniego spostrzezenia wynika, ze dla dowolnego m > 0

2n+1,2k,0

X2n+172k72m k,m‘

= )—(77/7
Oznacza to, ze gra w (2n + 1, 2k)-kamienie konczy sie porazka wtedy
i tylko wtedy, gdy gra w (n, k)-kamienie konczy sie porazka.

Teraz rozwazmy gre w (2n + 1,2k + 1)-kamienie, gdzie 1 <k <n—1.
Zauwazmy, ze

X2HLZRHLL 204 12k0 | o Okl 2k420 _ gnk0 | gnk+10.

Stad i z wczesniejszego spostrzezenia wynika, ze dla dowolnego m mamy

X2n+1,2k+1,2m+1 — in,k,m + Xn,k—i—l,m'
Zauwazmy, ze wszystkie jedynki w ciggu x™*™ stoja na pozycjach réznej
parzystosci od pozycji wszystkich jedynek w ciggu x™**1™ Wynika to
stad, ze tak jest dla m = 0 oraz parzystos$¢ pozycji jedynek w obu ciagach
zmienia si¢ na przeciwng gdy zwickszamy m o jeden. W szczegdlnosci nie
. . ;. TR N .- nkm 14  nk+lm
moze sie zdarzy¢, ze dla jakichs m i¢ mamy z; =1l=uz . Wobec



tego cigg x2nt12k+12m+1 st zerowy wtedy i tylko wtedy gdy oba ciagi

xR xnktLm g zerowe. Innymi stowy, gra w (2n + 1, 2k + 1)-kamienie
konczy sie porazka wtedy i tylko wtedy gdy gra w (n, k)-kamienie i gra
w (n, k + 1)-kamienie koncza sie porazka.

Zauwazmy wreszcie, ze po pierwszej turze w (2n+1, 1)-kamienie otrzy-
mujemy pozycje startowa gry w (2n + 1,2)-kamienie, a po pierwszej
turze w (2n + 1,2n + 1)-kamienie otrzymujemy pozycje startowa gry
w (2n + 1, 2n)-kamienie.

Z powyzszej dyskusji wynika nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie. Niech n bedzie liczbag naturalng. Jezeli dla dowolnego
k=1,2,...,n gra w (n, k)-kamienie konczy sie porazka, to dla dowol-
nego k =1,2,...,2n+ 1 gra w (2n + 1, k)-kamienie konczy sie porazka.
Jesli natomiast dla dowolnego k = 1,2,...,n gra w (n, k)-kamienie ni-
gdy nie konczy sie porazka, to dla dowolnego k£ = 1,2,...,2n + 1 gra
w (2n + 1, k)-kamienie tez nigdy nie konczy sie porazka.

Rozwazmy dowolng liczbe catkowita n > 1. Liczbe n + 1 mozna jed-
noznacznie zapisa¢ w postaci 2° - ¢, gdzie s > 0 jest liczba catkowi-
ta, a t jest liczba nieparzysta. Indukcja wzgledem s dowodzi, ze gra
w (n, k)-kamienie konczy sie porazka wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 1.
Rzeczywiscie, baza indukeji (czyli przypadek s = 1 dla t = 1 oraz przy-
padek s = 0 dla ¢t > 3) zostala udowodniona w drugim akapicie roz-
wigzania. Krok indukcyjny wynika ze stwierdzenia oraz z tozsamosci
25714 —1=2.(2°-t—1)+ 1. To prowadzi do odpowiedzi podanej na
poczatku rozwigzania.



