LXXIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego
10 lutego 2023 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite b o nastepujacej
wlasnodci: istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, k, £, ze liczby a” +b°
i a’ 4 b* sy podzielne przez b**, a przy tym k # /.

Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Jedyng mozliwg wartoscig b jest 1.

Liczba b = 1 spelia warunki zadania dla dowolnego doboru a, k, /.
Udowodnimy, ze to jedyna mozliwa wartoscé b.

Sposob 1. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze k > (. Z zatozen wynika,
ze liczba
kbt — a(at + bF) = bf — aF

dzieli sie przez b**¢. Zatem liczba 1—a*~“b*~* dzieli sie przez b*. W szcze-

gblnosci dzieli sie przez b. W takim razie liczba
1— ak—fbk—f + b ak—Zbk—E—l -1

dzieli sie przez b. Stad b = 1.

Sposob 2. Bez straty ogélnosci zatézmy, ze k > (. Z zatozen wynika
w szczegolnosci, ze a’ + bF dzieli sie przez b*, wiec przez b* dzieli sie tez
a’. Poniewaz k > /, wiec a’ dzieli sie przez b°. Stad a dzieli sie przez b.
Wobec tego a* dzieli sie przez b*, ale z zalozen zadania wynika tez, ze
a® + b* dzieli sie przez b*. W takim razie b* dzieli b°. Jest to mozliwe
tylko gdy b = 1, bo w przeciwnym razie b* > b*, a dzielnik danej liczby
nie moze by¢ od niej wiekszy.

Sposob 3. Rozwazmy dowolna liczbe pierwsza p. Zalézmy, ze p wchodzi
do rozktadu na liczby pierwsze liczb a i b odpowiednio z wyktadnikami z
i y. Udowodnimy, ze y = 0. Zat6zmy nie wprost, ze y > 1. Z podzielnosci
liczby a*+b przez b*+* wynika w szczegdlnosci, ze dzieli sie ona przez p¥’.
Liczba b° tez si¢ przez nia dzieli, wiec a* = (aF + b*) — b° réwniez.

7 drugiej strony, a* 4 b’ dzieli sie przez p¥“*!, a b nie. W takim razie
liczba a* = (a* 4+ b*) — b’ nie dzieli sic przez pY“*'. Wnioskujemy, ze p
wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby a* z wyktadnikiem 1¢.
Stad xk = yl. Prowadzac analogiczne rozumowanie dla liczby a’ + b*
dowodzimy, ze xf = yk. Z otrzymanych rownosci wynika, ze k = ¢ wbrew
zalozeniom zadania. Zaltozenie, ze y > 1 doprowadzito do sprzecznosci.
W takim razie y = 0 i liczba b nie dzieli si¢ przez p. Wobec dowolnosci
wyboru p oznacza to, ze b nie ma dzielnikéw pierwszych. Stad b = 1.

2. Dana jest liczba catkowita n > 2. Po polach planszy n x n porusza
sie otowiany zotnierzyk, rozpoczynajac swoj spacer od naroznego pola.
Przed wykonaniem kroku na kolejne (sasiednie) pole, olowiany zotnie-
rzyk moze (ale nie musi) wykonaé¢ zwrot w prawo lub w lewo. Wyznaczy¢
najmniejsza liczbe zwrotow, jakie zotierzyk musi wykonaé¢, aby odwie-
dzi¢ kazde pole szachownicy co najmniej raz.

Uwaga. Przed rozpoczeciem spaceru plecy zZoinierzyka sq skierowane
w strone krawedzi planszy.

Autorzy zadania: Marta i Michal Strzeleccy

Rozwiazanie:
Odpounedz: 2n — 2.

Zatozmy, ze zolmierzyk wykonal tacznie £ < 2n — 3 zwrotéw. Wy-
kazemy, ze nie odwiedzit ktoregos pola. Niech Py bedzie polem poczat-
kowym zotnierzyka, Pyy; polem koncowym, a Py, P»,..., P, — kolej-
nymi polami, na ktorych wykonywane byty zwroty. Bez straty ogdlno-
Sci przyjmijmy, ze pola Py i P leza w tym samym wierszu planszy.
Kazda para pél postaci P, Py 11 wyznacza pewien wiersz W;, a kaz-
da para pol postaci Ps;i1, Pejio wyznacza pewng kolumne K;. Zauwaz-
my, ze kazde pole odwiedzone przez zolierzyka znajduje sie w pew-
nym wierszu W; badZz pewnej kolumnie K;. facznie mamy co naj-
wyzej [E] +1 < [222] +1 = n — 1 wierszy W; oraz co najwyzej
B2 +1 < [222] +1 =n—1kolumn K;. Istnieje wiec wiersz W rézny
od wszystkich wierszy Wy, Wy, ... oraz kolumna K rézna od wszystkich
kolumn Ky, Ki,... — pole na przecigciu wiersza W i kolumny K nie
zostato odwiedzone przez zotnierzyka.

Wskazemy teraz przyktad spaceru, w ktorym zotnierzyk odwiedza kaz-

de pole planszy wykonujac doktadnie 2n — 2 zwroty. Dla ustalenia uwagi




przyjmijmy, ze zolierzyk zaczyna spacer od lewego dolnego rogu i stoi
plecami do lewej krawedzi planszy. Zotierzyk idzie do konica planszy,
wykonuje zwrot w lewo, przechodzi na nastepne pole, ponownie skreca
w lewo, idzie do konca planszy, wykonuje zwrot w prawo, przechodzi na
nastepne pole, wykonuje zwrot w prawo, po czym powtarza wszystkie
opisane wyzej czynnosci az do momentu, gdy odwiedzi wszystkie pola.
W ten sposéb zwroty wykonywane sg wytacznie na polach przy lewej
i prawej krawedzi planszy nie liczac pola startowego i koncowego —
tacznie zolhierzyk wykona 2n — 2 zwroty.

[ ORI AP PR PSP DR .
|

3. Dane sg liczby catkowite k, n oraz liczba rzeczywista £, przy czym
k> 11in > 1. Dane sa tez parami rozne dodatnie liczby rzeczywiste
ai, as, . ..,a. Oznaczmy

S = {al, as,...,q, —ay, —ag, ..., —ak}.
Niech A bedzie liczba rozwigzan réwnania
$1+I2—|—...+I2n20,

gdzie x1,x9,..., 29, € S. Niech B bedzie liczbg rozwiagzan réwnania

x1+x2+...+x2n:€,

gdzie x1, xo,..., 29, € S. Dowie$¢, ze A > B.

Uwaga. Rozwigzania rownania réznigce sie wylgeznie kolejnosciq
sktadnikow uznajemy za rozne.

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie:
Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej m i dowolnej liczby rzeczy-
wistej ¢t niech R(m,t) oznacza réwnanie zmiennych xy, za, ..., Ty,

T +20+ ...+, =t

w  ktérym  jedynymi  dopuszczalnymi  wartodciami  zmiennych
T1,%2, ..., Ty S§ liczby ze zbioru S. Nalezy udowodnié¢, ze rowna-
nie R(2n,0) ma co najmniej tyle rozwiazan co réwnanie R(2n, ().

Niech T bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci 1 + 22 + ... + x,,
gdzie x1, 29, ..., x, € S. Zauwazmy, ze dla dowolnego t € T liczba roz-
wigzan réwnania R(n,t) jest taka sama jak liczba rozwiazan réwnania
R(n,—t). Rzeczywiscie, x1 + 2+ ... + x, = t wtedy i tylko wtedy, gdy
(—x1)+ (—x9)+...+(—x,) = —t. Dla dowolnego t € T oznaczmy liczbe
rozwigzan réwnania R(n,t) przez C;.

Jesli ciag (b1, ba,...,by,) jest rozwiazaniem réwnania R(2n,0), to
dla t = by + by + ...+ b, ciag (by,ba,...,b,) jest rozwigzaniem roéw-
nania R(n,t), a ciag (bp+1,bns2,...,bo,) jest rozwiazaniem réwnania
R(n,—t). Na odwrét — dla dowolnego ¢ € T, dowolnego rozwiazania
(b1, b, ...,b,) rébwnania R(n,t) i dowolnego rozwiazania (cq,cq, ..., ¢p)
réwnania R(n,—t) ciag (b1, bs,..., by, C1,C0, ..., ¢p) jest rozwiazaniem
réwnania R(2n,0). Wynika stad, ze

A=) CC, =) C}.
teT teT

Niech T" bedzie zbiorem ztozonym z tych liczb t € T, dla ktérych licz-
ba ¢ — t réwniez nalezy do T'. Zauwazmy, ze t € T" wtedy i tylko wtedy
gdy (—t € T', gdyz {— ({—t) = t. Jedli ciag (by, ba, . . ., bay,) jest rozwiaza-
niem réwnania R(2n, ¢), to dlat = by+bs+. . .+b, ciag (b1, be, ..., by,) jest

rozwiazaniem réwnania R(n,t), a ciag (b,11, byio, - - ., bay) jest rozwiaza-
niem réwnania R(n, {—t) — w szczegélnosci (—t € T'it € T'. Na odwrot,
dla dowolnego t € 7", dowolnego rozwiazania (by,bs,...,b,) rownania
R(n,t) i dowolnego rozwiazania (cy, ca, . . ., ¢,) réwnania R(n,{ —t) ciag
(b1,ba, ... by, c1,Ca,. .., Cy) jest rozwigzaniem réwnania R(2n, £). Wyni-
ka stad, ze
B=> CCyy.
teT”

7 nieréwnosci a2 + y? > 2zy prawdziwej dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych otrzymujemy zatem

24=23"C}>2) Cl =Y (C2+C},) > > 20,y =28,

teT teT’ teT’ teT’

co dowodzi tezy zadania.
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4. Dane sg takie parami rozne liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e, ze

ab+b = ac + a,
bec+c = bd + b,
cd+d=ce+c,
de 4+ e =da+d.

Udowodni¢, ze abcde = 1.
Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwiazanie:

Jedli b = 0, to z drugiego réwnania wynika, ze ¢ = 0 wbrew zatozeniu,
ze liczby b, ¢ sg rozne. Zatem b # 0. Analogicznie dowodzimy, ze ¢ i d sg
niezerowe.

Jesli a = —1, to z pierwszego réwnania wynika, ze ¢ = —1, co przeczy
zalozeniu, ze a # c. Zatem a # —1. Analogicznie dowodzimy, ze ¢ # —1
id#—1.

Wyrazenia wystepujace w zadanych réwnosciach mozna roztozyé
w nastepujacy sposob:

bla+1)=alc+1),
cb+1)=0b(d+1),
dlc+1)=c(e+1),
e(d+1)=d(a+1).

Mnozac stronami zadane réwnosci otrzymujemy
bla+ 1)e(b+ 1)d(c+ De(d+ 1) = a(c+ 1)b(d + 1)c(e + 1)d(a + 1).

Dzielac te réwnos¢ przez niezerowa liczbe bed(a+1)(c+1)(d+ 1) otrzy-
mujemy e(b+ 1) = a(e + 1).

Roéwnosci dane w treéci zadania oraz wyprowadzona wyzej réwnosé
e(b+1) = a(e + 1) mozna przepisaé w postaci

alb—c)=a-1b,
blc—d)=b-—c,
cld—e)=c—d,
dle—a)=d—e,
e(a—b)=e—a.

Po wymnozeniu tych zwigzkéw stronami i skréceniu niezerowego czyn-
nika (a — b)(b — ¢)(c — d)(d — €)(e — a) otrzymujemy abcde = 1.

Uwaga. Przykladowa pigtka (a,b, c,d, e) spetniajgca warunki zadania:

(2 _ V6 _V5+2 V65 3\/5—9>
? 37 2 7 10 2 :

5. Dany jest trojkat ABC, przy czym AC < BC'. Okrag w wpisany
w ten trojkat jest styczny do bokow AB i AC odpowiednio w punktach
D i E. Odcinek C'D przecina w w punkcie K # D. Punkt L jest rzutem
prostokatnym punktu A na prostg C'D. Punkt M jest srodkiem odcinka
DE. Punkt H jest ortocentrum tréjkata K LM. Wykazac, ze kat AHK
jest prosty.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Korzystajac z réwnosci kata dopisanego do cieciwy DE okregu w i kata
wpisanego opartego na tej cieciwie otrzymujemy <M DA = SEK D oraz
YAEM = S$EKD. Zauwazmy, ze punkty A, L, D, M lezg na okregu
o $rednicy AD. Wobec tego

IKLM = SDAM =90° — <MDA = 90° — SEKD.
Stad proste LM i FK sg prostopadle. Zatem H lezy na prostej FK.




Zauwazmy, ze
IMHK =90° — SEKD = 90° — SAEM = S MAE.

Ponadto punkty A i H leza po tej samej stronie prostej EM. Powyzsza
rowno$¢ oznacza wiec, ze punkty A, H, E, M leza na jednym okre-
gu. Srednicg tego okregu jest AE, bo SEMA = 90°. Stad réwniez
JAHK = SAHE = 90°.

6. Rozwazmy szachownice nxn, przy czymn > 4ip = n+1 jest liczba
pierwsza. Zbior n pol nazwiemy taktycznym, jesli po ustawieniu hetmana
na kazdym polu z tego zbioru zadne dwa z tych hetmanéw nie beda sie
atakowac. Dowies¢, ze istnieje n — 2 taktycznych zbioréw, ktérych suma
zawiera wszystkie pola szachownicy lezace poza jej przekatnymi.

Uwaga. Hetman moze poruszac sie o dowolng liczbe pol poziomo, pio-
nowo 1 rownolegle do przekgtnych szachownicy.
Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Dla dowolnej liczby catkowitej = symbolem r(z) bedziemy oznaczaé
reszte z dzielenia liczby x przez p. Ponumerujmy wiersze i kolumny kolej-
no liczbami 1,2,...,n. Pole w i-tej kolumnie i j-tym wierszu bedziemy
krétko nazywaé polem (i, j). Dla dowolnego a = 2,3, ..., n— 1 zdefiniuj-
my nastepujacy zbior pol:

X, =A{(,r(a)):i=1,2,...,n}.

Nastepujacy rysunek przedstawia zbiér X3 dla n = 10.
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Udowodnimy, ze zbiory X5, X3, ..., X,,_1 spetniajg warunki zadania.
Najpierw udowodnimy, ze kazdy z tych zbiorow jest taktyczny. Ustal-
my a € {2,3,...,n — 1}. Jest jasne, ze pola ze zbioru X, leza w para-
mi réznych kolumnach. Leza tez w parami réznych wierszach — réw-
nos¢ r(ai) = r(aj) pociagnetaby za sobg ai = aj (mod p), skad i = j
(mod p), codlaréznychi,j € {1,2,...,n} nie jest prawda. Udowodnimy
teraz, ze zadne dwa pola nie wyznaczaja linii réwnolegtej do przekatne;j
(1,1)—(n,n). W przeciwnym razie mieliby$my i — j = r(ai) — r(aj)
dla pewnych 1 < i < j < n. Wtedy j—i = aj —ai (mod p), skad a = 1,
gdyz j — i nie dzieli sie przez p — sprzecznosé, bo a € {2,3,...,p — 2}.
Podobnie, gdyby dla pewnych 1 < i < j < p—1 pola (3, r(az)), (7,7(aj))
wyznaczaly linie rownolegla do przekatnej (1,7n)—(n,1), to mieliby-
$my i + r(ai) = j + r(aj). Wtedy j — i = ai — aj (mod p). Stad

a = —1 (mod p), bo j — i nie dzieli sie przez p — sprzecznos¢,
boa€{2,3,...,p—2}.
Pozostaje wykazaé, ze zbiory Xo, ..., X,,_1 pokrywaja calg szachow-

nice poza przekatnymi. Rozwazmy pole (i, j) nielezace na zadnej z prze-
katnych. Wtedy j # i oraz j # p — i. Nalezy udowodni¢, ze j = r(ai)
dla pewnego a € {2,3,...,p—2}. Poniewaz i nie dzieli sie przez p, wiec
istnieje liczba k niepodzielna przez p taka, ze ik = 1 (mod p). Wtedy
j=ik-j=r(jk)i (mod p). Przyjmujac a = r(jk) mamy wiec j = r(ai)
i pozostaje sprawdzi¢, ze a #lia#p—1.JeSlia=1,to jk =1 =ik
(mod p), skad j = i (mod p) i dalej j = i — sprzecznosé. Podobnie,
Jesh a=p—1,to jk=—-1=—ik (mod p) skqdj = —i (mod p) i dalej
Jj =p—1— sprzecznosé. Stad a € {2, . — 2}, co konezy dowdd.



