LXXIV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
29 marca 2023 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Dany jest taki cigg liczb catkowitych aq,as,as, ..., ze dla do-
wolnych dodatnich liczb catkowitych k, ¢ liczba ap + a, dzieli sie
przez k + £. Udowodnié¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowi-
tych k > ¢ liczba ay — ay dzieli sie przez k — (.

2. Punkt [ jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ostrokatny
ABC'. Punkt X lezy na odcinku BC' po tej samej stronie prostej Al,
co punkt B. Punkt Y lezy na kréotszym tuku AB okregu opisanego
na trojkacie ABC'. Spelione sg przy tym réwnosci katow

JAIX = 4XY A =120°.
Dowiesé, ze prosta Y1 jest dwusieczng kata XY A.

3. Dana jest liczba catkowita n > 2. Dane sa tez liczby rzeczywiste
ai,as, ..., a, nalezace do przedziatu [0,1]. Udowodni¢, ze istnieja
takie liczby by, ba, ..., b, € {0,1}, ze dla dowolnych 1 < k < ¢ < n
zachodzi nieré6wnosé

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielno$ci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystac¢ z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.

LXXIV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
30 marca 2023 r. (drugi dzien zawodéw)

4. Dane sg liczba catkowita n > 2 oraz dodatnie liczby rzeczywiste
ai,as,...,a, o sumie rownej 1. Niech b = a1 + 2as + ... + na,.
Udowodni¢, ze

Z (i — j)%aa; < (n —b)(b—1).
1<i<j<n

5. Dana jest liczba pierwsza p > 2023. Dla dowolnej liczby cat-
kowitej x symbolem r(z) oznaczymy reszte z dzielenia liczby x
przez p. Niech p; < ps < p3 < ... < p,, bedg wszystkimi liczbami
pierwszymi mniejszymi od @ Zaloézmy, ze q1, qo, - - -, ¢ sa takimi
liczbami catkowitymi, ze liczby p1qy — 1,p2g2 — 1, ..., DG — 1 S8
podzielne przez p. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych
0 < a,b < p zbiory

{r(a),r(a@2), ...r(an)}, {r(ag +b),r(age+0),...,7(agn +b)}
maja co najwyzej trzy wspolne elementy.

6. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a i dowolnego b > 0 rozszerze-
niem przedziatu domknietego [a — b, a + b] C R nazwiemy przedzial
domkniety [a — 2b,a + 2b]. Powiemy, ze przedziaty Pi, Ps, ..., Py
pokrywajg zbior X, jesi X C PLUP,U...U Py.

Udowodnié, ze istnieje liczba catkowita M o nastepujacej wia-
snosci: dla dowolnego skonczonego podzbioru A C R istnieje taki
podzbiér B C A sktadajacy sie z co najwyzej M liczb, ze dla do-
wolnych stu przedzialéw domknietych pokrywajacych zbiér B ich
rozszerzenia pokrywaja zbior A.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



