LXXIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
29 marca 2023 r. (pierwszy dzien zawoddow)

1. Dany jest taki ciag liczb catkowitych ay, as, as, . . ., ze dla dowolnych
dodatnich liczb catkowitych k, ¢ liczba ay + a, dzieli sie przez k + /.
Udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych k > ¢ liczba
ay — ay dzieli sie przez k — /.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Ustalmy dowolne dodatnie liczby catkowite k£ > (. Zauwazmy, ze dla
dowolnego m zachodzi réwnosé

ar — ap = (ag + ap) — (@m + ap).

Wystarczy dobra¢ liczbe m w taki sposéb, by liczby ax+a,, 1 a,,+ag byty
podzielne przez k — (. 7 zatozen zadania wynika, ze liczba ay, + a,, dzieli
sie przez k + m, a liczba a,, + a, dzieli sie przez m + . Wystarczy wiec
dobra¢ liczbe m tak, aby liczby k+m i m+ ¢ byly podzielne przez k — /.
Potozmy m = (k+1)(k—{) — k. Wowczas m > 0, k+m = (k+1)(k—{)
oraz m + ¢ = k(k — ¢). Tak dobrana liczba m speia wiec omdéwione
wyzej warunki dajace teze zadania.

2. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ostrokatny
ABC'. Punkt X lezy na odcinku BC po tej samej stronie prostej Al,
co punkt B. Punkt Y lezy na krotszym tuku AB okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Spelnione sa przy tym réwnosci katow

JAIX = XY A = 120°.

Dowies¢, ze prosta Y[ jest dwusieczng kata XY A.
Autor zadania: Dominik Burek

Rozwiazanie:

Sposob 1. Niech M bedzie érodkiem krotszego tuku BC' okregu opi-
sanego na tréjkacie ABC. Wowcezas M lezy na prostej Al. 7Z lematu
o trojlisciu wynika, ze BM = CM = IM.

Zbudujmy trojkat réownoboczny IMZ po tej stronie prostej IM,
po ktorej lezy punkt X. Wtedy X lezy na prostej 12, bo

SZIM = 60° = < XIM.

Oznaczmy punkt przeciecia prostych XY i MZ przez T. Mamy
IXYA=120°i SAMZ = 60°. Wynika stad, ze T lezy na okregu opisa-
nym na trojkacie ABC" jedli T lezy po tej samej stronie prostej AM co Y,
to przeciwlegte katy czworokata AMTY sumujg sie do kata péipelnego,
a jedli T lezy po drugiej stronie tej prostej, to ITMA = STY A = 120°
oraz punkty Y i M leza po tej samej stronie prostej AT. Jesli zas T lezy
na prostej AM, to pokrywa sie z M. Zauwazmy jeszcze, ze punkty Z,
B, I, C leza na okregu o srodku M. Z twierdzenia o siecznych wynika,
ze XZ-XI=XB-XC=XY-XT. Stad

X1 _XT
Xy Xz
Ponadto $IXY = ¥ZXT. Z cechy podobienistwa bkb wynika, ze tréj-

katy IXY i TXZ sg podobne. Zatem ¥XYI = STZI = 60°, skad
wynika teza.

A

Sposob 2. Oznaczmy przez () okrag opisany na trojkacie ABC.
Niech N bedzie $rodkiem krotszego tuku AC okregu €). Niech w be-
dzie okregiem o srodku N przechodzacym przez I. Z lematu o trojlisciu
wynika, ze punkty A i C lezg na w. Niech P bedzie réznym od I punktem



przeciecia w i prostej X 1. 7 zaleznosci miedzy katem srodkowym i ka-
tem wpisanym opartych na tym samym tuku mamy <PNA = 2- S PIA,
wiec

SPNA=2-4PIA=2-(180° — $AIX) = 120°.

Niech @ bedzie punktem przeciecia prostych PN i XY. Wowczas
JANQ = 180° — PN A = 60° i wobec tego przeciwlegle katy czworo-
kata QY AN sumuja sie do kata potpetnego. W konsekwencji czworokat
ten mozna wpisa¢ w okrag, skad wniosek, ze punkt @) lezy na okregu (2.

Niech R bedzie srodkiem dtuzszego tuku AQ okregu 2. Wowcezas
AR = QR oraz SARQ = 180° — $QY A = 60°, wiec trojkat AQR
jest rownoboczny. Nalezy udowodnié¢, ze punkt I lezy na prostej Y R,
bo ¥ XY R = 60° = ¥ RY A. Udowodnimy najpierw, ze punkt R lezy na
prostej PC. Jedli R lezy wewnatrz okregu w, to $RCA = 60° = < PCA,
a jedli R lezy na zewnatrz okregu w, to $ACR = 120° = 180° — < PCA.
Zauwazmy jeszcze, ze jesli R = C, to prosta C'P jest styczna do €2, gdyz
IPCA =60° = $RQA.

Z twierdzenia Pascala dla szesciokata BCRY QN wynika, ze punkty
X, P oraz przeciecie prostych BN, Y R sa wspoétliniowe. To oznacza, ze
przeciecie prostych X P i BN, czyli punkt I, lezy na prostej RY. To
konczy dowdd.

Sposob 3. Niech €2 bedzie okregiem opisanym na tréjkacie ABC'. Niech
L, M, N beda odpowiednio $rodkami krotszych tukéw AB, BC' i AC
okregu 2. Wowczas proste AM, BN, C'L sa dwusiecznymi katow troj-
kata ABC, wiec przechodzg przez I.

Czworokat ALIN jest deltoidem, gdyz SILN = %<XC’BA = INLA
oraz SANL = 14ACB = SLNI. W konsekwencji okrag opisany na
trojkacie LN I, ktory oznaczymy przez €, jest symetryczny do €2 wzgle-
dem prostej LN. Te okregi sa wiec przystajace. Oznaczmy srodki okre-
gow i Q' odpowiednio przez O i O'. Wowczas OO;{}_ LN i okrag ()
powstaje z Lkr@gu QY przez przesuniecie o wektor O'O. Wynika stad,
se IM = O O, gdyz M jest jedynym punktem wspélnym okregu €2 i
polprostej o poczatku I i kierunku (_)’—5

Niech T' bedzie réznym od I punktem przeci@c@_}grostej X1 i okre-
gu €Y. Niech U bedzie takim punktem, ze TU = 0'0. Wowezas U lezy
na ), a czworokat MITU jest réwnolegtobokiem. Niech W bedzie roz-
nym od U punktem przecigcia okregu €) i prostej Ul. Zauwazmy, ze

SITN = SILN = $XBI

oraz punkty B,T leza po tej samej stronie prostej X N, wiec czworokat
BXNT jest wpisany w okrag. Z twierdzenia o siecznych wynika, ze

XI-TI=BI-NI=UI-WI.
Stad % = % Ponadto trojkaty WIX i TIU maja réwne katy przy

wierzchotku I, wiec z cechy podobienstwa bkb wynika, ze trojkaty te
sa podobne. Stad S XWI = SITU. Korzystajac z tego, ze TU | IM



otrzymujemy
IXWI = <SITU = $XIM = 180° — SAIX = 60°.

Ponadto
JUWA=<UMA =<XIM = 60°.

Stad wniosek, ze SXWA = SXWI + SIWA = 120° oraz W1 jest
dwusieczng kata XW A. Pozostaje zauwazy¢, ze W =Y, gdyz istnieje
tylko jeden punkt Y na okregu Q spelniajgcy réwnosé <)X YA =120°.

3. Dana jest liczba catkowita n > 2. Dane sa tez liczby rzeczywi-
ste ay,as, ..., a, z przedziatu [0, 1]. Udowodnié, ze istnieja takie liczby
bi,ba, ..., b, € {0,1}, ze dla dowolnych 1 < k < ¢ < n zachodzi nier6w-
nosé

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwiazanie:

Symbolem {z} bedziemy oznaczaé¢ czesé utamkowa liczby rzeczywi-
stej x, czyli taka liczbe y, ze * — y jest najwigksza liczba catkowita
nie wicksza od x. Rozwazmy liczby

{a1},{a1 +as},....{a1 +as + ... + a,}.

Dzielg one przedziat (0,1) na co najwyzej n+ 1 mniejszych przedziatéw.
Jeden z nich musi mie¢ wiec dtugos$é réwng co najmniej #1 W szczegdl-
nosci istnieje taka liczba ¢, ze 0 < ¢ < .77 i przedzial otwarty (¢, ¢+ Tﬂ)
nie zawiera Zadnej z wyzej wypisanych czesci utamkowych.

Niech ag = ;%5 —t oraz by = 0. Udowodnimy, ze mozna dobrac liczby
by, b, ..., b, €{0,1} tak, aby dla wszystkich k£ =0,1,2,.

<> (a " (%)

= n—l—l

Rozumujemy przez indukcje wzgledem k. Dla k = 0 zadana nieréwnos¢
jest prawdziwa poniewaz ag — by = —= — t. Krok indukcyjny: zat6zmy,

ze 0 < k < n oraz ze liczby by, by, . .., by sa juz zdefiniowane. Wowczas
k k
Z(ai ) + g1 = Z
i=0 =0

Jesli suma Zfzo(ai — b;) + apy1 nie przekracza -4, to przyjmujemy

brr1 = 0 1 wowcezas warunek (%) jest spelniony. W przeciwnym razie
definiujemy by = 1. Wowczas

k+1 k

n n
>0 ) = e~ ) b — 1€ () <

oraz

k+1 k n 1

i —b;) = i — b —1> —1=- .

g(a ) ;(a ) F i n+1 n+1
Nalezy wykluczy¢ mozliwosé 0 > S5 (a;—b;) > — - Gdyby tak bylo,
to

1 k+1
b —— > Z )+ 1>t

W szczegolnosci liczba Zk“(ai — b;) + 1 bylaby w przedziale (0, 1),
a ponadto réznitaby sie od liczby a; +as + ... 4+ ag11 o liczbe catkowita.
Stad otrzymaliby$my, ze czes¢ utamkowa liczby a; + as + ... + a1
jest w przedziale (t,t + n%rl) — sprzecznosé¢ z wyborem liczby ¢. Stad
S M (a;—b;) > 0, co oznacza, ze wtasnoéé (x) jest prawdziwa. To konczy
indukcyjng definicje liczb by, bs, ..., b,.

Powyzej zdefiniowane liczby by, bs, ..., b, spelniajg warunki zadania,
gdyz dla dowolnych 1 < k < £ < n warto$¢ bezwzgledna liczby

l l k—1
g(az bi) = g(ai bi) — ;(az b;)

nie przekracza 5, bo jest roznicg dwoch liczb z przedziatu [0, HLH]



LXXIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego
30 marca 2023 r. (drugi dzien zawoddéw)

4. Dane sg liczba catkowita n > 2 oraz dodatnie liczby rzeczywiste

ai,as, ..., a, osumie rownej 1. Niech b = a;+2as+. . .+na,. Udowodnié,
ze
Y. (=) aa; < (n—=b)(b-1).
1<i<j<n

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

:ZZn—z 1a;a;.

Powyzsze wyrazenie jest rowne

n

Y(n—i(i-1ai+ Y (n—=9)G—1)+n—7)6—1)aa. (¥
i=1 1<i<j<n
Wspotezynnik stojacy przy a? jest nieujemny dla i = 1,2,...,n, wiec
mozemy oszacowaé (n — b)(b — 1) z dotu przez druga sume wystepu-
jaca w wyrazeniu (). Do zakonczenia rozwiazania wystarczy wykazac,
ze wspolczynnik stojacy w tej sumie przy a;a; jest rowny co najmniej
(j — )% Mamy

=) -D+Mm-7)0-1)>0G-9)G—-1)+GE—-j)E—-1)
=(-i)(—-1)—(G-1))
= (j — 1)

co konczy dowdd.

Uwaga. Nierownosé¢ z zadania staje si¢ rownoscia wtedy i tylko wtedy
gdy as =a3=...=a,_1 =0.

5. Dana jest liczba pierwsza p > 2023. Dla dowolnej liczby catko-
witej x symbolem r(z) oznaczymy reszte z dzielenia liczby = przez p.
Niech p; < py < p3 < ... < pm beda wszystkimi liczbami pierwszymi
mniejszymi od \4/%79 Zatozmy, ze q1,qa, - - . , @ Sa takimi liczbami catko-
witymi, ze liczby p1g1 — 1,022 — 1, ..., pim@m — 1 sa podzielne przez p.
Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych 0 < a,b < p zbiory

{r(q):r(q2),---,r(gm)},  {r(ag +0),7(agz +0),...,7(agm +b)}

maja co najwyzej trzy wspolne elementy.

Autor zadania: Mikotaj Leonarski

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze liczby r(q1), 7(q2), - .., r(gm) sa parami rézne. Rzeczy-
wiscie, jesli r(¢;) = r(g;), to ¢; = ¢; (mod p). Po pomnozeniu przez p;p;
i skorzystaniu z tego, ze p;¢; = 1 = p;q; (mod p) dostajemy p;, = p,
(mod p). To jednak oznacza, ze p; = pj, bo 0 < p;,p; < p, skad i = j.

Podobnie, liczby r(ag; +b), r(aga+b), ..., r(ag,+b) sa parami rézne:
jesli r(ag;+b) = r(ag;+b), to agi+b = agj+b (mod p), skad a(¢;—¢;) =0
(mod p) i skoro 0 < a <p, to ¢ —q; =0 (mod p) ir(¢)=r(g).

Zauwazmy, ze r(q;) = r(ag; + b) dla co najwyzej jednego indeksu i.
Rzeczywiscie, to jest rownowazne kongruencji ¢; = ag; +b (mod p). Jesli
a = 1, to takie i w ogdle nie istnieje, bo wymuszatoby to b = 0 (mod p),
ajesli 1 < a < p, to dana kongruencja jest rownowazna ¢; = bc (mod p),
gdzie ¢ jest taka liczba, ze (1 — a)e = 1 (mod p). To jest réwnowazne
r(q;) = r(bc), co oznacza, ze potencjalny indeks i, ktéry mogtby spelniaé
te rownos¢ jest wyznaczony jednoznacznie.

Zat6ézmy nie wprost, ze zbiory z zadania maja co najmniej cztery
wspolne elementy. Wowczas dla pewnych parami réznych 4, o, 23, ¢4 oraz
pewnych ji, ja, j3, ja mamy 7(g;, ) = r(ag;,+b) dlak = 1,2, 3,4. Wowczas
rowniez ji, ja, J3, j4 Sa parami rozne. Na mocy obserwacji z poprzedniego
akapitu mozemy bez ograniczenia ogélnosci rozumowania zatozy¢, ze
ik %]k dla k = 1,2,3.

Mamy ¢;, = ag;, +b (mod p) i ¢;, = agj, +b (mod p), skad

G, — @i, = alqj, — q;,)  (mod p).



Analogicznie dowodzimy, ze

G, — Qs = alqj, — q;;)  (mod p).

Wobec tego

(@iy =) (05, — G55) = (@5 = 032) (05— Gs) = (¢ —Gi5) (@5, —q5,)  (mod p).

Mnozac t¢ kongruencje przez p;, pi,pi,Dj, Pj,Pjs 1 Wykorzystujac to, ze
pi¢; =1 (mod p) dla dowolnego i otrzymujemy

PisPj, (piz - pi1)(pj3 - pjl) = DiyPjs (pi:s - pi1)(pj2 - pjl) (HlOd p)

Wartosci bezwzgledne liczb stojacych po obu stronach tej kongruencji
sa mniejsze od %p, gdyz z zatozen zadania p; < ) %p dla kazdego .
Te dwie liczby roznia sie wigc o nie wiecej niz p i daja taka sama reszte

z dzielenia przez p, wiec sg réwne. Zatem
DisPis(Pis — i) (Pis — Pjr) = PinDis (Pis — Pir) (P — Pi1)-

Poniewaz liczba pierwsza p;, nie jest dzielnikiem zadnej z liczb p;,, pj,,
Pis — Piy, Wige jest dzielnikiem liczby pj;, — p;,. W szczegolnosci

Pis < ’ph _p]1’ < max{pj17pj2} < max{p’ilapi27p’i37pj17pj27pj3}'

Analogicznie dowodzimy, ze kazda z liczb p;,, pi,, Pis, Pjrs Pjs> Djs j€St
mniejsza od max{p;, , Di,, Pis» Pj1» Pjas Pjs - L0 daje sprzecznosé, bo wsrod
dowolnych szesciu liczb istnieje najwieksza.

6. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a i dowolnego b > 0 rozszerzeniem
przedziatu domknietego [a —b, a+b] C R nazwiemy przedzial domkniety
[a—2b, a+2b|. Powiemy, ze przedziaty Py, Ps, ..., P, pokrywajg zbioér X,
jesi X CPUP,U...UP,.

Udowodni¢, ze istnieje liczba catkowita M o nastepujacej wlasnosci:
dla dowolnego skonczonego podzbioru A C R istnieje taki podzbior
B C A skladajacy sie z co najwyzej M liczb, ze dla dowolnych stu prze-
dzialéw pokrywajacych zbiér B ich rozszerzenia pokrywajg zbiér A.

Autorzy zadania: Katarzyna Kowalska i Michal Pilipczuk

Rozwiazanie:
Udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na k = 1,2, 3, ... nastepujace
zdanie:

®(k): Dla dowolnego niepustego skoniczonego podzbioru A C R istnie-
je taki podzbiér B C A zawierajacy min A i max A i sktadajacy sie z co
najwyzej 2 - 387! liczb, ze dla dowolnych k przedzialéw pokrywajacych
zbiér B ich rozszerzenia pokrywajg zbior A.

Jesli A jest zbiorem jednoelementowym, to zbior B = A spetnia zg-
dane warunki. Od teraz zaktadamy, ze A ma co najmniej dwa elementy.

Dla k = 1 przyjmujemy B = {min A, max A}. Wéwczas dowolny prze-
dzial pokrywajacy B pokrywa takze A, a wiec jego rozszerzenie tym
bardziej pokrywa A.

Zatézmy teraz, ze zdanie ®(k) jest prawdziwe dla pewnego k£ > 1.
Udowodnimy zdanie ®(k + 1). Rozwazmy dowolny skonczony podzbiér
A C R o co najmniej dwoch elementach. Niech x = min A i y = max A.
Podzielmy przedzial [z, y| na trzy czesci:

2z + 20 +y v+ 2 T+ 2
y]a PQZ[ ya y]v P3:|: yvy:|
3 3 3 3

Oznaczmy Ay = AN P, Ay = ANPy i A3 = AN P3. Ze zdania ®(k)
wynika, ze dla ¢ = 1,2, 3 istnieje taki zbior B; C A; majacy co najwy-
zej 2 - 3871 elementéw, ze jedli k przedzialéw pokrywa zbioér B;, to ich
rozszerzenia pokrywajg zbiér A;, a ponadto z € By iy € Bs. Oznaczmy
B = B;UB;U Bs. Wéwcezas B ma co najwyzej 2- 3% elementéw i zawiera
x 1 y. Udowodnimy, ze jesli k + 1 przedzialéw pokrywa zbiér B, to ich
rozszerzenia pokrywaja zbior A.

Rozwazmy dowolne k + 1 przedzialéw Q,Qs, ..., Qi1 pokrywaja-
cych zbiér B. Jezeli dla kazdego ¢ = 1,2,3 zbiér B; jest pokryty przez

Plz[l’,

nie wiecej niz k przedziatow sposrod Qq,Qo, ..., Qrr1, to ich rozsze-
rzenia pokrywaja zbior A;; w konsekwencji zbiér A jest pokryty przez
rozszerzenia Q1, Qa, . .., Qri1-

W przeciwnym razie ktorys ze zbioréw By, By, B3 niepusto przecina
sie z kazdym z przedzialow Q1,Qs, ..., Qry1. Jesli By jest takim zbio-
rem, to rozwazmy przedziat Q);, ktéry zawiera y. Ze wzgledu na to, ze Q);
zawiera jaki$ element zbioru By, przedzial ); zawiera przedziat P, U Ps.
Stad jego rozszerzenie pokrywa przedzial [x,y] i w szczegdlnosci pokry-
wa zbior A. Analogicznie dowodzimy, ze jesli B3 niepusto przecina sie



z kazdym z przedzialow Q1, Qs, . . ., Qi+1, to przedziat (); zawierajacy x
pokrywa P} U Py, wigc jego rozszerzenie pokrywa [z, y| i w szczegblnosei
pokrywa A.

Pozostal przypadek, w ktérym B, przecina si¢ niepusto z kazdym
z przedzialow QQ1,Qs, ..., Qry1. Rozwazmy przedzial (); zawierajacy y
oraz przedzial @); zawierajacy x. Wowczas (); pokrywa przedzial P,
a przedzial (); pokrywa przedziat P;. Ich rozszerzenia pokrywaja odpo-
wiednio przedziaty [%3¥,y] oraz [z, £5¥]. Stad rozszerzenia przedzialow
Qi 1 Q; pokrywaja [z,y] 1 w konsekwencji pokrywaja A. To dowodzi
prawdziwosci zdania ®(k 4 1).

Na mocy zasady indukcji matematycznej zdanie ®(k) jest prawdziwe
dla dowolnego k > 1. Ze zdania ®(100) wynika, ze liczba M = 2 - 3%

spelia warunki zadania.



