LXXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
I seria: do 16 pazdziernika 2023 r.

1. Dany jest trojkat ABC. Punkt J jest srodkiem okregu stycznego do
boku BC oraz do przedtuzen bokow AB i AC. Punkty P, B, C, Q) leza w tej
kolejnosci na jednej prostej, przy czym PB = AB i QC = AC'. Udowodnic,
ze IBAC + $QJP = 180°.

2. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite x, dla ktérych liczba
l+o+2+ 28+ ot + 25+ 28 + 27
jest potega liczby pierwsze;j.

3. Liczby rzeczywiste x,y spetniaja rownosé
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Dowiesé, ze |z| = |y|.

4. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wtasno-
Sci: z n prostokatow o wymiarach

1xn, 2xXxn, 3xXn, ..., nXn

mozna utozy¢ kwadrat.

Uwaga. Prostokaty mozna obracac, ale nie moga one na siebie nachodzic¢.

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiescic w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

16 pazdziernika 2023 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.


https://om.sem.edu.pl

LXXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IT seria: do 10 listopada 2023 r.

5. Dana jest dodatnia liczba catkowita dajaca reszte 3 z dzielenia przez 7.
Udowodni¢, ze suma sze$cianéw jej dodatnich dzielnikow dzieli sie przez 7.

6. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC' = BC' > AB. Punkt O jest $rod-
kiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Punkt M jest srodkiem boku AC'.
Okrag opisany na trojkacie AM O przecina odcinek BM w punkcie X réznym
od M. Wykazac, ze CX =2MX.

7. Dana jest liczba catkowita n > 1. W Matlandii znajduje sie n? miast.

Pomiedzy niektorymi miastami istniejg dwukierunkowe potaczenia lotnicze.
Wiadomo, ze z kazdego miasta mozna odby¢ podréz samolotem do kaz-
dego innego miasta (by¢ moze z przesiadkami). Ciag parami réznych miast
My, Ms, ..., M o tej wlasnosci, ze dla kazdego ¢ = 1,2,...,k — 1 istnieje
bezposrednie potaczenie lotnicze pomiedzy miastami M; i M; ., bedziemy
nazywac trasq diugosci k. Kazdemu miastu przypisujemy najwiekszg liczbe
catkowita k, takg ze istnieje trasa dlugosci k zawierajaca to miasto. Dowies¢,
ze pewna liczba zostala przypisana co najmniej nv/2 miastom.

8. Znalez¢ wszystkie wielomiany W o wspoétezynnikach rzeczywistych ma-
jace nastepujaca wtasnosé: dla dowolnych a,b, ¢ > 0 bedacych dtugosciami
bokéw pewnego tréjkata i dowolnych liczb rzeczywistych z,vy, 2 o sumie 0
zachodzi nieréwnosé

Wi(a)yz + W (b)zz + W(c)xy < 0.

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiescic w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

10 listopada 2023 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.


https://om.sem.edu.pl

LXXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IIT seria: do 30 listopada 2023 r.

9. Wykazac, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spetniajacych row-
nosé a? + b? + ¢® = 1 zachodzg nieréwnosci

W2< la+b+c+|b+c—al+lc+a—bl+|a+b—c <4

10. Dana jest dodatnia liczba catkowita n majaca co najmniej dwa rézne
dzielniki pierwsze wieksze od 3. Niech m > 1 bedzie najmniejsza liczba cat-
kowita spelniajaca warunek NWD(m(m+2),n) = 1. Niech p i ¢ beda dwoma
najwiekszymi dzielnikami pierwszymi liczby n. Udowodni¢, ze mpq < Hn.

11. Plytkq tréjkgtng nazwiemy trojkat o bokach dtugosei 1,1, v/3, w ktérym
zaznaczono odcinek taczacy srodki bokéw o dtugosci 1. Plytkq szesciokging
nazwiemy szesciokat foremny o boku dhugosci 1, w ktérym zaznaczono trzy
odcinki taczace srodki sasiednich bokow, tak jak przedstawiono to na ry-

sunku.
Y.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1 o nastepujacej wlasnosci:
z 3n plytek trojkatnych i $(n — 1)n plytek szesciokatnych mozna ulozy¢
tréjkat réwnoboczny o boku nyv/3 w taki sposéb, aby wszystkie zaznaczone
odcinki tworzyty jedna tamang zamknietg. Ptytki mozna obracac.

12. Dany jest czworoscian ABC'D wpisany w sfere s, ktorej srodek lezy we
wnetrzu tego czworo$cianu. Punkt [ jest srodkiem sfery wpisanej w czworo-
scian ABCD. Udowodnié, ze sfera przechodzaca przez srodki sfer opisanych
na czworoscianach IBCD, ICDA, IDAB, IABC jest wspotérodkowa z s.

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiescic w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

30 listopada 2023 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.


https://om.sem.edu.pl

