LXXYV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

1. Dany jest trojkat ABC. Punkt J jest srodkiem okregu stycznego do
boku BC oraz do przedtuzen bokow AB i AC. Punkty P, B, C, Q) leza w tej
kolejnosci na jednej prostej, przy czym PB = AB i QC = AC'. Udowodnic,
ze IBAC + $QJP = 180°.

Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie: Oznaczmy okrag, o ktérym mowa w zadaniu przez o. Zauwazmy,
ze $JBA = S PBJ, gdyz proste BA i BP sa styczne do o oraz J jest $rod-
kiem o. Z zalozen zadania wiadomo tez, ze AB = PB. Ponadto trojkaty
ABJ i PBJ maja wspolny bok BJ. Z cechy przystawania trojkatow bok-
kat-bok wynika wiec, ze trojkaty ABJ i PBJ sa przystajace. Stad wynika,
ze {BAJ = <JPB. Analogicznie, z réwnoéci SACJ = 4JCQ, AC = CQ
wynika, ze trojkaty ACJ i QCJ sa przystajace, skad $JAC = 4CQJ. Ko-
rzystajac z otrzymanych zwigzkow oraz z faktu, ze suma katéw wewnetrznych
trojkata PJQ) wynosi 180° otrzymujemy

IBAC + 4QJP = ¥BAJ + ¥JAC + 4QJP =
= JJPB+ 4CQJ + SQJP = 180°.

A




2. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite x, dla ktorych liczba
l+z+2? +28 + ot +2°+ 25 + 27
jest potega liczby pierwsze;j.

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
l+o+a?+ 23 2t + 2% +25 42" = (1 +2)(1 + 21+ 2%).

Jesli powyzsza liczba jest potega liczby pierwszej p, to kazdy z czynnikow
1+, 14+22, 1+2* takze jest potega liczby p. Zapiszmy p® = 1+, p* = 1+22
dla pewnych nieujemnych liczb catkowitych a,b. Mamy a,b > 1, gdyz = > 0.
Podstawiajac z = p® — 1 do réwnosci p® = 1 + 2? otrzymujemy

P=1+2=1+0p" -1 =1+p" 2" +1=p" —2p" +2.
Stad
92 — pb . p2a + 2pa — p<pb71 o p2a71 + 2pa71).

Z powyzszej réwnosci wynika, ze p = 2 oraz
1= pb—l _p2a—1 4 2pa—1 _ 2b—1 . 220,—1 + 9

Wymnika stad, ze b = 1, gdyz w przeciwnym razie powyzsza liczba bytaby
parzysta. Wnioskujemy, ze 1 + 22 = 2, skad # = 1. Pozostaje sprawdzi¢,
ze dla 2 = 1 liczba z zadania jest réwna 8 = 23; jest wiec potega liczby
pierwszej.

Odpowiedz: Jedyna liczba speliajacg warunki zadania jest x = 1.

3. Liczby rzeczywiste x,y spetniaja rownosé

T R
z - =q- )
oy Vo

Dowiesé, ze |z| = |y|.
Autor zadania: Daniel Goc

Rozwigzanie: Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze |z| # |y|. Na-
szym celem jest doprowadzenie do sprzecznosci.



Przeksztatémy rownosé dang w tresci zadania w nastepujacy sposob.

w(4" — )(4y +27) = y(4 = 27)(4" + 27),

P(47HY 4 87 — 8V — 27Y) = (4x+y 8 — 87 — 2y,
(z— y)(4x+y —2") = (z +y)(8" - 87),
27y _ 1— 8wy
oty Doy T ()
Tty T—y

Wykorzystujac nastepujace wlasnosci funkeji wyktadniczej

2>1 «—= t>0 < 8 >1
Nl «—= t<0) < 8 <1

wnioskujemy ze

2a:+y -1 1 — 8x¥
—— >0 oraz —— <.
r+y r—y
W takim razie lewa strona réwnosci (©) jest dodatnia, a prawa ujemna —
sprzecznosc.

4. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wtasno-
Sci: z n prostokatow o wymiarach

I1xn, 2Xn, 3Xn, ..., nXn

mozna utozy¢ kwadrat.

Uwaga. Prostokaty mozna obracaé, ale nie moga one na siebie nachodzic.
Autor zadania: Lukasz Bozyk

Rozwigzanie: Zatdzmy, ze z prostokatéw o wymiarach 1 xn,2 Xn,...,.nxXn
mozna utozyé kwadrat o boku m. Pole tego kwadratu to z jednej strony m?,
a z drugiej

n(n+1) o

l'n+2-n+...4n-n=(1+2+...4n)-n= 5

Wiynika stad, ze 2m? = n?(n+1). Z tej réownosci wynika, ze n? jest dzielnikiem
liczby 2m?, zatem n jest dzielnikiem liczby m. Zapisujac m = kn dla pewnej
dodatniej liczby catkowitej k otrzymujemy 2k* = n + 1. Stad wynika, ze n
musi by¢ postaci 2k? — 1 dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k.



Wykazemy teraz, ze kazda liczba n postaci 2k% — 1 spelnia warunki zada-
nia. Wszystkie prostokaty poza ostatnim taczymy w ”T’l = k% —1 par postaci
i xn, (n—1i)xn. Z kazdej takiej pary prostokatow ukladamy kwadrat n x n.
W ten sposéb utozylisémy k? — 1 kwadratéw n x n. Do dyspozycji mamy tez
jeden kwadrat n x n, ktérego na poczatku nie sparowaliSmy z zadnym innym
prostokatem. Lacznie mamy wiec k% kwadratéw n x n, z ktérych uktadamy

kwadrat kn x kn.

Odpowied?: Liczby postaci 2k — 1, gdzie k jest dodatnia liczbg catkowita.

5. Dana jest dodatnia liczba catkowita dajaca reszte 3 z dzielenia przez 7.
Udowodni¢, ze suma sze$cianéw jej dodatnich dzielnikéw dzieli sie przez 7.

Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwigzanie:

Sposob 1. Rozwazmy liczbe n = Tk + 3, gdzie k jest nieujemna liczba cal-
kowita. Niech S oznacza sume szeScianéw dodatnich dzielnikow liczby n.
Zauwazmy, ze jesli d jest dzielnikiem n, to % réwniez jest dzielnikiem n oraz

d-% = n. Udowodnimy, ze dla dowolnego dzielnika d liczby n liczba a3+ (%)3

dzieli si¢ przez 7. Wyniknie stad teza zadania, gdyz wtedy liczba
n\ 3
25 =3 (@ + (%)
(el

bedzie podzielna przez 7 jako suma liczb podzielnych przez 7.
Rozwazmy dowolny dzielnik d liczby n. Wtedy d nie dzieli sie przez 7, bo
n nie dzieli sie przez 7. Zauwazmy, ze

3 n3_d6—|—n3
P (G) =5

Wystarczy wiec wykazaé, ze liczba d° + n? dzieli sie przez 7. Zauwazmy, ze
n? daje reszte 6 z dzielenia przez 7, bo

n® = (Tk+3)* = (Tk)*+3-(7k)*-3+3-Tk-3*+3% = 7-(49k* +-63k*+27k+3) +6.

Wystarczy wiec dowiesé, ze d® daje reszte 1 z dzielenia przez 7. Zapiszmy
d =T0+ r, gdzie ¢ jest liczba catkowita oraz r € {1,2,...,6}. Wowczas

=1 =(d—r)(d®+dr+ ... +7°) =T +dr + ...+



Liczba d° daje wiec takg samg reszte z dzielenia przez 7 co 7%. Bezposrednio

sprawdzamy, ze r® daje reszte 1 z dzielenia przez 7 dlar € {1,2,...,6}:
15=1=7-0+1, 20=64=7-9+1
3¢ =729=7-104+1, 4% = 4096 = 7 - 585 + 1,

5% = 15625 = 7-2232 +1, 65 = 46656 = 7 - 6665 + 1.

Uwaga. To, ze d® daje reszte 1 z dzielenia przez 7, mozna uzasadnié¢ powolujac
sie na malte twierdzenie Fermata. Orzeka ono, ze jesli p jest liczbg pierwsza,
to dla dowolnej liczby catkowitej a liczba a? — a dzieli sie przez p. Mate
twierdzenie Fermata mozna udowodni¢ np. przez indukcje, wykorzystujac
w kroku indukcyjnym tozsamosé

(a+1)p:ap+(Z;)ap‘lJr<g>ap‘2+...+<pﬁl>a+1

oraz fakt, ze symbole Newtona (f), (’2’), - (pf 1) dzielg sie przez p, gdyz p
jest liczba pierwsza.

Sposob 2. Wszystkie przystawania beda rozwazane modulo 7. Niech n bedzie
liczba dajaca reszte 3 z dzielenia przez 7. Niech

n=pi'py*...pik
bedzie rozktadem liczby n na czynniki pierwsze. Zauwazmy, ze wsrod liczb
P1,P2,- ., pr nie wystepuje 7. Dodatnimi dzielnikami n sa liczby postaci
pipy ... py, gdziei; € {0,1,...,a;} dlaj=1,2,..., k. W takim razie suma
ich szescianéw jest rowna

a1 a2 k
ZZ Zp1p2' :H(l—l-p?—i—...—i—p?aj).
11=0142=0 1.=0 7j=1

Nalezy udowodnié¢, ze 1 —l—p? +... —|—p§aj = 0 dla pewnego j € {1,2,...,k}.
Zbadajmy najpierw jaka reszte z dzielenia przez 7 daje liczba p® w zaleznosci
od reszty z dzielenia p przez 7. Niech p = 7¢ +r dla pewnej liczby catkowitej
Corazr € {1,2,...,6}. Mamy

(Tt +1)P2=13=1,

(Tt +2)P=22=8=1,
(70 +3)P°=3%=27T= -1,
(Tt+4)P =4>=64=1,
(7045 =5% =125 = —1,
(70 +6)° =6> =216 = —1.



W takim razie jesli r € {3,5,6}, to

0, jedli24a

I4+p8 4. +p=1—-1+.. . 4+(-1)=
1, jedli2]a

3CLj

Zat6zmy nie wprost, ze liczba 1 + p? + ...+ p; ’ nie dzieli si¢ przez 7
dla zadnego j € {1,2,...,k}. Jedli p; = 3,5,6, to 2 | a;. Bez ograniczenia
ogb6lnosci rozumowania mozemy przyjac, ze pi, pe, - .., ps daja reszty 1, 2, 4
z dzielenia przez 7, a liczby psi1, psio, - - ., Pk daja reszty 3, 5, 6. Zapisujac n

W postaci

no=plipst . ple(pl) A (pl ) L (ph)

i zauwazajac, ze 32 = 2, 52 = 4, 62 = 1, widzimy ze n jest iloczynem liczb
dajacych reszty 1, 2, 4 z dzielenia przez 7. Taka liczba tez daje reszte 1, 2
badz 4, poniewaz

1-1=1, 1-2=2, 1-4=4, 2-2=4, 2-4=1, 4-4=2.
Otrzymali$my sprzecznos¢ z zalozeniem, ze n = 3, co konczy dowdd.

6. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC = BC'. Punkt O jest srodkiem
okregu opisanego na trojkacie ABC. Punkt M jest srodkiem boku AC. Okrag
opisany na trojkacie AM O przecina odcinek BM w punkcie X réznym od M.
Wykazaé¢, ze CX =2MX.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:

Sposéb 1. Niech SACB = 2¢. Wowczas SOXM = SOAM = ¢, wicc
IBXO =180° — SOXM = 180° — ¢ = 180° — 4OCB.

7 tej réwnosci wynika, ze punkty B, X,0,C leza na jednym okregu. Ten
okrag jest styczny do prostej AC' w punkcie C, gdyz YACO = ¢ = <CBO.




Wrynika stad, ze SMCX = SCBM. Ponadto tréjkaty MCX i MBC
maja wspolny kat przy wierzchotku M. 7 cechy podobienstwa kat-kat wynika
zatem, ze te trojkaty sa podobne. W takim razie

CX_BC_2
XM CM 7

co daje teze.

Sposéb 2. Tak jak w sposobie pierwszym oznaczamy SACB = 2¢ i dowo-
dzimy, ze punkty B, X, O, C leza na jednym okregu. Mamy

SCXO =<4CBO = p =<4SOAM = SOXM.

Oznaczmy punkt symetryczny do M wzgledem OX przez N. Z powyzszej
rownosci katow wynika, ze N lezy na prostej XC. Mamy M X = NX oraz
MN 1 OX.Z drugiej strony AX 1 OX, bo AO jest srednica okregu opi-
sanego na tréjkacie AOM. Wynika stad, ze AX || MN. Poniewaz M jest
srodkiem AC', prosta M N jest linig srodkowa w trojkacie CAX. Stad wnio-
sek, ze N jest srodkiem odcinka C'X. Ostatecznie CX =2NX =2M X.

7. Dana jest liczba catkowita n > 1. W Matlandii znajduje sic n? miast.
Pomiedzy niektérymi miastami istnieja dwukierunkowe potaczenia lotnicze.
Wiadomo, ze z kazdego miasta mozna odby¢ podroz do kazdego innego mia-
sta (by¢ moze z przesiadkami). Ciag parami réznych miast My, Ms, ..., My
o tej wlasnodci, ze dla kazdego i = 1,2, ...,k — 1 istnieje bezposrednie pota-
czenie lotnicze pomiedzy miastami M; i M;,,, bedziemy nazywac trasqg dtu-
gosct k. Kazdemu miastu przypisujemy najwicksza taka liczbe catkowita k,
ze istnieje trasa dlugosci k zawierajaca to miasto. Dowies¢, ze pewna liczba
zostala przypisana co najmniej nv/2 miastom.

Autor zadania: Pawel Gadzirisk:



Rozwigzanie: Sposrod wszystkich tras wybierzmy te, ktéra ma najwiecksza
dhugosé (jesli jest kilka takich, wybieramy dowolna z nich). Powiedzmy, ze jest
to trasa dtugosci k. Oznaczmy kolejne miasta tej trasy przez My, Mo, ..., My.
Zauwazmy, ze liczba k zostata przypisana wszystkim miastom na tej tra-
sie. Jedli k > nv/2, to warunki zadania sa wiec spelnione. Rozwazmy wiec
przypadek, w ktérym k < ny/2. Dla uproszczenia zapisu dalszych rozwazan
przyjmijmy, ze k = 2¢ 4+ m, gdzie ¢ > 1 jest liczba catkowita oraz m € {0, 1}.
Wykazemy, ze kazdemu miastu przypisano liczbe wiekszg lub réwng £+ 2.
Rozwazmy dowolne miasto M rézne od My, Ms, ..., My. 7 zalozen zadania
wiemy, ze istnieje trasa rozpoczynajaca sie miastem M i konczaca sie miastem
M. Niech M, bedzie tym miastem posréd My, M, ..., My, ktére pojawia
sie najwczesniej na owej trasie. Poczatkowy fragment tej trasy wyglada wiec
nastepujaco: M, M, M., ... M|, M, przy czym wszystkie miasta M, ..., M/

sg rozne od My, Mo, ..., M.
My M, M, Mj,

*~—— ... —

My

M
Jesli s < /4, to trasa
M, M, ..., M/ My, M,y,..., My
ma dlugo$¢ 1+t+k—s+1>2k—s4+2=20+m—s+2>(+2. Jedli zas
s>+ 1, to trasa
M, M, ..., M/, Mg, My_+,..., M

ma dhugos¢ 1 +t+s > 14+ s > £+ 2. W obu przypadkach oznacza to, ze
miastu M przypisano liczbe wiekszg lub réwng ¢ + 2.
Dla dowolnego ¢ oznaczmy przez x; liczbe miast, ktérym przypisano liczbe 7.
Wowcezas
n? = ZTp42+ Tps3+ ...+ T
Zatézmy nie wprost, ze z; < ny/2 dla dowolnego i. Z powyzszej réwnosci
wynika, ze

2
n2<(k—ﬁ—l)-n\/ﬁ<g-n\/§<%—-n\/§=n2,

sprzecznosé. Wobec tego x; > nv/2 dla pewnego 4, co koticzy dowdd.



8. Zmnalez¢ wszystkie wielomiany W o wspoétczynnikach rzeczywistych ma-
jace nastepujaca wtasnosé: dla dowolnych a,b,c > 0 bedacych dtugosciami
bokéw pewnego tréjkata i dowolnych liczb rzeczywistych z,vy,z o sumie 0
zachodzi nier6wnos¢

W(a)yz + W(b)zx + W(c)xy < 0.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Podstawiajac x = y = 1, z = —2 otrzymujemy, ze dla dowol-
nych a, b, ¢ bedacych dtugosciami bokéow trojkata zachodzi nieréwnosé

2W (a) + 2W (b) = W (c). (%)

W szcezegdlnodei dla a = b = ¢ otrzymujemy W(a) > 0 dla dowolnego a > 0.

Wielomian stale réwny 0 oczywiscie spetnia warunki zadania. Rozwazmy
niezerowy wielomian W (t) = a,t"+...4a;t+ag spelniajacy warunki zadania.
Z tego, ze W(a) > 0 dla a > 0 wynika w szczegdlnosci, ze wspoOlczynnik
wiodacy a, jest dodatni, a wyraz wolny aq jest nieujemny. Oznacza to, ze
jesli n < 1, to W jest funkcja liniowa o nieujemnych wspoétczynnikach.

Dla dowolnego ¢ > 1 podstawmy a = b =t, ¢ = 2t — 1 do zaleznosci ().
Otrzymujemy nieréwnos$¢ 4W(t) > W (2t —1). Jezeli n > 3, to wspoélezynnik
wiodacy wielomianu 4W (t) — W (2t — 1) jest réwny 4a, — 2"a,, jest wiec
ujemny. Wowczas 4W (t) — W (2t — 1) < 0 dla dostatecznie duzych ¢, sprzecz-
nos¢. Wobec tego n < 2.

Zatézmy, ze n = 2. Udowodnimy, ze a; > 0. Zalézmy przeciwnie: a; < 0.
Podstawiajac do (&) a =b=1t,c =2t —¢, gdziet > 11i¢e € (0,1) otrzymu-
jemy

W(t)

> W(2t—e)
4(agt® + agt + ao) >

>

2

CLQ( t— 6) —|—a1(2t — 8) + ag
4@225 + (-4@28 + 2@1)t + Cl2€2 —a1€ + ag
a2€2 —ai1€ — 3ag (Q)

daqt® + daqit + 4dag
(20,1 + 4&26)

Dobierajac liczbe € > 0 tak mata, ze 2a; + 4ase < 0 oraz dostatecznie duza
liczbe t widzimy, ze nieréwnos¢ (#) jest nieprawdziwa — sprzecznosé. Zatem
aq 2 0.

Dotychczas udowodnilismy, ze jesli W spetnia warunki zadania, to jest
wielomianem stopnia co najwyzej 2 o nieujemnych wspoétczynnikach. Udo-
wodnimy, ze wszystkie takie wielomiany spetniajg warunki zadania.



Rozwazmy dowolny wielomian W (t) = aot®+ait +ag, gdzie as, ay, ag = 0.
Rozwazmy dowolne liczby a, b, ¢ bedace dtugosciami bokéw trojkata oraz do-
wolne liczby rzeczywiste x,y, 2z o sumie 0. Bez ograniczenia ogélnosci rozu-
mowania mozemy zatozy¢, ze liczby x,y sa tego samego znaku (tj. obie sg
nieujemne lub obie sa ujemne). Niech d = 2(—a+b+¢), e = S(a—b+c) i
f=3(a+b—c). Wowezas zy > 0, d,e, f > 0,a=e+ f,b=f+d, c=d+e
oraz z = —(x + y). Nalezy udowodnié, ze W (a)yz + W (b)zx + W(c)zy < 0,
czyli ze

W(a)y(z +y) + WHa( +y) — W(e)zy > 0.

Mamy
W(a)y(z +y) + Wb)z(z +y) = W(c)ay = a2P + a1Q + aoR,
gdzie
P =a’y(z +y) + Va(z +y) — Py,
Q = ay(x +y) + bx(z +y) — cxy,
R=ylz+y) +z(z+y) —zy.
Wystarczy udowodnié, ze P, Q, R > 0. Zauwazmy, ze
P> *(ay +y°) + d* (2 + 2y) — (d +e)’xy =
= %y + d*2* — 2dexy = (dx — ey)* > 0,
Q = e(zy +v*) + d(2* + zy) — (d+ e)zy =
= ey’ +dax* >0,
R=a*+ay+y* = (x+%y)2+%y2 >0,
co konczy dowdd.

Odpowied?: Wielomiany postaci W (t) = ast® + a1t + ag, gdzie as,ai,ag = 0.

9. Wykazac, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spetniajacych réw-
nosé a? + b? + ¢ = 1 zachodza nieréwnosci

W2< la+b+c+|b+c—al+lc+a—bl+|a+b—¢ <4

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie: Wystarczy dowies¢, ze

8< (la+b+cl+|b+c—al+lc+a—b+|a+b—c])’ <16



Mamy
(la+b+cl+b+c—al+|c+a—b+|a+b—¢))’ = K+2L,
gdzie

K=la+b+cf+b+c—a+|c+ta—b*+]a+b—cf* =
=(a+b+c)+(b+c—a)+(c+a—b’+(a+b—c) =
= (a® 4+ b* + ¢ +2(ab+ bc + ca)) + (a® + b* + & + 2(be — ab — ac)) +
+ (a® + b* + ¢ 4 2(ac — be — ab)) + (a* + b* + ¢ + 2(ab — ac — be)) =
=4(a* +b* + ) = 4,
L=la+b+c)b+c—a)|+|(a+b+c)(c+a—0b)] +
+la+b+e)a+b—c)|+|(b+c—a)(ic+a—D)| +
+|(b+c—a)la+b—c)|+|(c+a—b)a+b—c)| =
=|(b+0)* —a’| +[(a+c) = V| +|(a+b)* — | +
+ (@ —b)?* = |+ |(a—c)* = b +|(b—c)* —a?|.

Wystarczy zatem udowodnié¢, ze 2 < L < 6. Z nieréwnosci trojkata wynika,
ze L > |M]|, gdzie

M= (b+c)?—a*)+((a+c)?—b")+ ((a+b)?*—c*) +
+((a=b0? =)+ ((a—e) =)+ ((b—0)* —a®) =
=2(a*+ b’ + %) =2.

Z drugiej strony, z nieréwnosci |x — y| < x + y stusznej dla x,y > 0 wynika,
ze
L=0b+c)l+ad+(a+c)+0+(a+b)’+ +
+(@—b*+c+(a—c)+b*+(b—c)? +a* =
=6(a* +b* + %) =6.
10. Dana jest dodatnia liczba calkowita n majaca co najmniej dwa rézne
dzielniki pierwsze wigksze od 3. Niech m > 1 bedzie najmniejsza liczbg cal-

kowita spelniajaca warunek NWD(m(m+2),n) = 1. Niech p i ¢ beda dwoma
najwiekszymi dzielnikami pierwszymi liczby n. Udowodni¢, ze mpq < Hn.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Jest jasne, ze pg < n. Zatem jesli m < 5, to teza zadania jest
oczywista.



Zatozmy teraz, ze m > 6. Zauwazmy, ze NWD(k(k+2),n) > 1 dla dowol-
negok € {1,2,...,m—1}. Kladac k = 11k = 2 otrzymujemy NWD(3,n) > 1
i NWD(8,n) > 1, co oznacza, ze 2 1 3 dziela n. Niech p; < ps < ... < ps
beda wszystkimi dzielnikami pierwszymi liczby n. Wéwczas s > 4. Rozwazmy
liczby

ki=i-pips...pso—1 dlaie{l,234,5).

Udowodnimy, ze NWD(k;(k; + 2),n) = 1 dla pewnego i € {1,2,3,4,5}.
Wyniknie stad teza zadania, bo wowczas m < k; < dpips...ps_o, zatem
mpq < 5pips ... ps < Hn.

Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Zatézmy, ze NWD(k;(k; +2),n) > 1
dla kazdego i € {1,2,3,4,5}. Poniewaz dla dowolnych j € {1,2,...,s — 2}
oraz i € {1,2,3,4,5} liczba p; dzieli k; + 1, wiec NWD(p,, ki(k; +2)) = 1.
W takim razie nieréwnos¢ NWD(k;(k; + 2),n) > 1 moze zajs¢ wylacznie
wtedy, gdy p lub ¢ dzieli k;(k; +2). Ktéras z liczb p i ¢ musi dzieli¢ pewne trzy
sposrod liczb ky (k1 +2), ka(ka+2), . .., ks(ks+2). Bez ograniczenia ogdlnosci
rozumowania niech bedzie to liczba p dzielaca liczby k,(k, + 2), ky(k, + 2),
k.(k, + 2) dla parami réznych z,y,z € {1,2,3,4,5}. Wtedy dla kazdego
i € {x,y, z} liczba p dzieli k; lub k; + 2, bo liczba p jest pierwsza. Zatem dla
pewnego t € {0, 2} liczba p dzieli ktéres dwie sposrod liczb k,+t, k,+t, k. +t,
bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze dzieli k, + ¢ i k, +t. Wtedy p dzieli ich
roznice, ktéra jest réwna

(ke +1) — (ky + 1) = (x — y)pip2 - - - ps—a-
To daje sprzecznosé, bop#p;dlaj=1,2,...,s —2ip>=5> |z —y|.

11. Plytkq tréjkatng nazwiemy tréjkat o bokach dtugosci 1,1, v/3, w ktérym
zaznaczono odcinek taczacy Srodki bokow o dtugosci 1. Plytkq szesciokgtng
nazwiemy szesciokat foremny o boku dhugoséci 1, w ktérym zaznaczono trzy
odcinki taczace srodki sasiednich bokow, tak jak przedstawiono to na ry-

sunku.
=

Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1 o nastepujacej wtasnosci:
z 3n plytek trojkatnych i 3(n — 1)n plytek szeSciokatnych mozna ulozyé
tréjkat réwnoboczny o boku nyv/3 w taki sposéb, aby wszystkie zaznaczone
odcinki tworzyly jedna tamang zamkniety. Plytki mozna obracac.

Autor zadania: ftukasz Bozyk



Rozwigzanie: Ponizsze rysunki przedstawiaja przyktadowe ustawienia ptytek
speliajace warunki zadania dla n = 1,2,5,6 (na rysunkach zacieniowano
wielokaty ograniczone tamanymi zamknietymi utworzonymi z odcinkéw na-
rysowanych na plytkach):

Plytke szeSciokatng ustawiona tak jak na rysunku w tresci zadania na-
zwiemy plytkq typu I. Ptytke powstata z ptytki typu I o obrét o 60° nazwiemy
plytkq typu I1.

Zauwazmy, ze dla n = 5 i n = 6 trzecia od lewej sze$ciokatna plytka
w dolnym rzedzie jest typu I, a pozostate s typu II. Opiszemy teraz jak
uktadaé¢ ptytki dla wickszych n. Zatézmy, ze dla pewnego n = 4k + r, gdzie
r € {1,2} istnieje ustawienie plytek speliajace warunki zadania i dodat-
kowo w dolnym rzedzie tego ustawienia (2k + 1)-sza plytka szesciokatna jest
typu I, a pozostate — typu II. Modyfikujemy to ustawienie ptytek w naste-
pujacy sposob. Zastepujemy 4k + r ptytek trojkatnych tworzacych dolny bok
trojkata rownobocznego nastepujaca kompozycja ztozona z 4k +r-+12 plytek
trojkatnych i 16k + 47 4 6 plytek szeSciokatnych:

W ten sposéb otrzymujemy ustawienie ptytek speiniajace warunki zada-
nia dla n = 4(k+ 1) +r, w ktérego dolnym rzedzie (4(k + 1) + 1)-sza plytka
szesciokatna jest typu I, a pozostate sg typu II. Z zasady indukcji wynika
wiec, ze liczby dajace reszte 1 lub 2 spetniajg warunki zadania.

Udowodnimy teraz, ze jesli n spetnia warunki zadania, to n daje reszte
1 lub 2 z dzielenia przez 4. Rozwazmy dowolne ustawienie ptytek tworzace
trojkat rownoboczny (niekoniecznie spelniajace warunki zadania). Wowczas
zaznaczone odcinki tworza pewna liczbe tamanych zamknietych. Zastanowmy
sie, jak zmienia si¢ liczba utworzonych tamanych, gdy zamienimy jedna z
szesciokatnych ptytek typu II na ptytke typu I.



Jesli srodki szesciokata znajduja sie na jednej tamanej, to po zamianie
zamiast wyjsciowej tamanej powstaja trzy tamane.

AL

Jedli érodki szesciokata znajdujg sie na dwoch tamanych, to po zamianie
zamiast wyjsciowych dwéch tamanych powstaja dwie inne tamane.

&

Jedli srodki szesciokata znajduja sie na trzech tamanych, to po zamianie
zamiast wyjsciowych trzech tamanych powstaje jedna tamana.

o

We wszystkich przypadkach liczba tamanych nie zmienia swojej parzy-
stosci. Wykonujac skonczong liczbe takich zamian otrzymujemy sytuacje,
w ktorej wszystkie ptytki sa typu I. Wtedy wszystkie tamane skladajq sie z
trzech zaznaczonych odcinkéw i famanych tych jest dokladnie - "ZH Jesli
mozliwe jest ustawienie ptytek tak, ze utworzona zostata tylko jedna tamana,
to z powyzszej dyskusji wynika, ze liczba @ jest nieparzysta. Zapiszmy
n = 4k + r, gdzie r € {0,1,2,3} i zbadajmy kiedy liczba ”("TH) jest niepa-
rzysta. Mamy

l

w _o(k+1), BT ”2(4’“ 2 ks 1)(2k 1 1),
(4k 4 2)(4k +3) (4k 4+ 3)(4k +4)
5 = (2k + 1)(4k + 3), 5 = 2(4k + 3)(k + 1),
n(n+

skad wynika, ze jest liczbg nieparzysta tylko gdy n = 4k + 1 lub
n =4k + 2.

Odpowiedz: Liczby dajace reszte 1 lub 2 z dzielenia przez 4.



12. Dany jest czworoscian ABC'D wpisany w sfere s, ktorej srodek lezy we
wnetrzu tego czworo$cianu. Punkt [ jest srodkiem sfery wpisanej w czworo-
scian ABCD. Udowodnié, ze sfera przechodzgca przez srodki sfer opisanych
na czworoscianach IBCD, ICDA, IDAB, IABC jest wspotérodkowa z s.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Sposob 1. Oznaczmy $rodki sfer opisanych na czworoscianach IBC'D, ICDA,
IDAB, ITABC odpowiednio przez O 4, Op, O¢, Op. Oznaczmy punkty stycz-
noéci sfery wpisanej w czworoscian ABC'D ze Scianami BC'D, CDA, DAB,
ABC odpowiednio przez E, F', G, H. Wowczas ptaszczyzna FGH jest pro-
stopadta do prostej Al. Ptaszczyzna OgOcOp jest plaszczyzng symetralng
odcinka AI, wiec takze jest do niej prostopadta. W takim razie ptaszczyzny
FGH i OgOcOp sa réwnolegle. Analogicznie dowodzimy, ze odpowiednie
Sciany czworoscianow EFGH, O,0p0Oc0p sa rownolegte. Ponadto te dwa
czworosciany nie sg przystajace, wiec istnieje jednoktadnosé j przeksztatca-
jaca punkty F, F', G, H odpowiednio na O4, Op, O¢, Op. Ta jednoktadnos¢
przeksztalca punkt I na érodek sfery opisanej na czworoscianie O ,OgOcOp.
Niech O bedzie $rodkiem sfery s. Nalezy udowodnié, ze j(I) = O.
Oznaczmy $rodek okregu opisanego na $cianie BC'D przez Su. Zauwazmy,
ze punkty O, O, wyznaczaja prosta prostopadta do ptaszczyzny BCD prze-
chodzaca przez Su. Zauwazmy tez, ze prosta [ E jest prostopadia do plasz-
czyzny BCD. To oznacza, ze proste IE, OO 4 sa rownoleglte. Stad i z faktu,
ze j(E) = O4 wynika, ze jednoktadnosé j przeprowadza prosta [ F na prosta
OO0 4. W rezultacie punkt j(I) lezy na prostej OO 4. Analogicznie dowodzimy,
ze j(I) lezy na prostej OOp, co oznacza, ze j(I) jest punktem przeciecia pro-
stych OO0 4, OOp. Stad j(I) = O, co bylo do udowodnienia.

Sposob 2. Oznaczmy sfere opisana na czworoscianie I BC'D przez o, a jej $ro-
dek przez K. Sfery s i o przecinaja sie wzdtuz okregu opisanego na trojkacie
BCD. Oznaczmy ten okrag przez o. Niech O bedzie érodkiem sfery s. Roz-
wazmy plaszczyzne 7 przechodzaca przez punkty I, O, K (moze zdarzy¢ sie,
ze takich ptaszczyzn jest wiele (gdy punkty I, O, K sa wspétliniowe) — wtedy
rozwazamy dowolng z nich). Ta plaszczyzna jest prostopadia do ptaszczyzny
BCD, gdyz zawiera prosta O K, ktora jest prostopadta do ptaszczyzny BCD.
Niech X, Y beda punktami przeciecia 7 z o. Niech J bedzie rzutem prostokat-
nym [ na $ciane BC'D. Niech Z bedzie drugim punktem przecigcia prostej 1Y
ze sferg s. Zauwazmy, ze punkty O, I, J, K, X, Y, Z leza na ptaszczyznie m, J
jest rzutem prostokatnym I na XY, punkty X, I,Y leza na okregu bedacym



przecieciem 7 ze sfera o (ten okrag ma wiec srodek K), a punkty X,Y, 7
leza na okregu bedacym przecieciem 7 z s (ten okrag ma wiec $rodek O). Z
zaleznosci miedzy katami srodkowym i wpisanym opartymi na tym samym
tuku mamy $Z0X =2942Y X =291V X = SIKX. Niech L bedzie takim
punktem, ze czworokat KILO jest rownolegltobokiem. Zauwazmy, ze

SLOZ = 4LOK — 420X — 4XOK =
=180° — SOKI — 4IKX — 4XOK =
= J4KXO.
Ponadto LI = OK i OL = KI = KX. Z cechy przystawania bok-kat-bok
wynika, ze trojkaty LOZ i KXO sa przystajace. W szczegolnosci LZ = OX.
Niech T bedzie $érodkiem odcinka [Z. Wtedy trojkat I'TL jest prostokatny,
bo LZ = LI. Trojkaty prostokatne LIT, JIY sa podobne, bo ich katy przy

wierzchotku I sa rowne (katy wierzchotkowe). Stad % = % i wobec tego
IT-1y Iy -1Z
K=LI= = .
0 1J 21J

K

Analogicznie, oznaczmy sfere opisang na czworoscianie [ABC' przez o,
jej srodek przez K', ptaszczyzne przechodzaca przez punkty O, I, K' przez
7', okrag przeciecia sfer s i o’ przez o/, punkty przeciecia ' z o’ przez X', Y,
przeciecie 1Y’ z s przez Z' oraz rzut I na $ciane ABC' przez J'. Powtarzajac
powyzszy argument otrzymujemy wzor

Iy’ - I17
K=—-2
0 21



Jednakze 1Y -1Z = IY'- 17" na mocy twierdzenia o siecznych, oraz I J = I.J,
gdyz oba te odcinki majg taka sama dtugos¢ jak promien sfery wpisanej w
czworoscian ABC'D. To pokazuje, ze OK = OK'. Analogicznie dowodzimy,
ze srodki sfer opisanych na czworoscianach ICDA, IDAB leza w odlegtosci
OK od punktu O. To dowodzi tezy zadania.

Uwaga. Dtugosé odcinka OK mozna obliczy¢ w inny sposéb. Przyjmijmy
oznaczenia punktow jak w rozwigzaniu i niech M bedzie srodkiem odcinka
XY. Niech IJ =ri0OX = R. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

OI* = JM?*+ (OM — 1.J)?
JM?* + (MK +1J)* = IK?
OM?* + MX*=0X?
KX?*=XM?+ KM?
Po dodaniu stronami tych réwnodci i skroceniu rownych sktadnikéw wyste-
pujacych po obu stronach otrzymujemy zaleznos¢

2rTK +OI* = R* — 2rOT,

R* - 0I?

z ktorej wynika, ze OK = 5
r



