LXXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego
9 lutego 2024 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Rozstrzygnac, czy istnieje taka liczba wymierna 'y, ze wszystkie
wyrazy ciagu ry, T, ..., Too24 Spetniajacego warunek

Tpt1 = Tp+/22 —1 dlan=12,...,2023

sg wieksze od 1 i wymierne.

2. Dany jest czworokat wypukty ABC D, w ktorym katy przy wierz-
chotkach B i D maja miare 120°. Punkt F lezy na odcinku AD, przy
czym AE-BC = AB-DFE. Punkt F lezy na odcinku BC', przy czym
BF-CD = AD-FC. Udowodni¢, ze proste BE i DF s rownolegte.

3. Dana jest liczba catkowita n > 2. W Matlandii jest 2n miast
My, My, ..., Ms,. Krél chce wybudowaé sie¢ drog umozliwiajacych
przejazd z kazdego miasta do kazdego innego (potencjalnie przejez-
dzajac przez inne miasta). Obecnie istnieja tylko drogi taczace M;
z My, Ms, ..., M,. Koszt budowy nowej drogi pomiedzy miastami
M;, M; wynosi k; ; > 0. Oznaczmy

2n
K= Z kl,j+ Z k‘@j.

Jj=n+1 2<i<j<2n

Udowodni¢, ze krol moze zrealizowa¢ swoj plan kosztem nie wigk-
szym od %
Uwaga. Wszystkie drogi sa dwukierunkowe.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawoddéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiagzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystacé z kalkulatoréw, telefonéw komoérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.

LXXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego
10 lutego 2024 r. (drugi dzien zawodow)

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Plansza w ksztatcie sze-
$ciokata foremnego ABCDEF o boku dlugosci n sktada si¢ z 6n?
p6l w ksztalcie trojkata réwnobocznego o boku 1. (Rysunek przed-
stawia plansze dla n = 3.) Na planszy ustawiono 3n? rombéw o boku
dhugosci 1 i katach wewnetrznych 60° i 120° w taki sposob, ze kazdy
romb catkowicie przykrywa dwa pola planszy i kazde pole jest przy-
kryte przez dokladnie jeden romb. Udowodnié, ze przekatna AD
dzieli na p6t doktadnie n rombdw.
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5. Liczby dodatnie a, b, ¢, z,y, z spetniaja rownosé
ba +4b + 3¢ = bz + 4y + 3z.

Udowodnié¢, ze
@ b 3

C
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Aty Zx+y+z.
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6. Dana jest liczba pierwsza p. Udowodni¢, ze liczba

p- <p2 : pl;l__ll>!
(P (7)1

Informacje dla uczestnika zawodéw

jest podzielna przez p! - (p*)! - (p*)! -

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp., nalezy
podniesé¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawoddw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawod6w nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



