LXXYV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba wymierna x;, ze wszystkie wyrazy
ciggu xq, T, . .., Tog2e Spetniajacego warunek

Tpt1 =Tp+/22—1 dlan=1,2,...,2023

sg wieksze od 1 i wymierne.
Autor zadania: Mariusz Skatba

Rozwigzanie: Udowodnimy, ze istnieje taka liczba. Ciag x1, zo, . . . , X024 kon-
struujemy ,,od tytu”: niech x9994 = 2 oraz

x? 1
% T AL | 2023,2022, ..., 1.
2xn—i—l
7, okreslenia ciggu wprost wynika, ze liczby xogo4, T2023, ..., T2, L1 S8 WY-

mierne. Udowodnimy przez indukcje, ze x,, > 1 dla dowolnego n. Mamy
Togos = 2 > 1 oraz dla dowolnego n = 2023,2022,...,1

rhatl 1 — Tppr t 1= 22001 (2p40 — 1)°

= > 0.
2%n 11 2Tn11 20,11

Ty —1=

Pozostaje sprawdzi¢, ze spetniony jest wzor z tresci zadania. Mamy dla do-
wolnegon =1,2,...,2023
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Tp+ 22— 1= = Tpy1.



Uwaga. Wzoér dany w tresci zadania mozna zinterpretowa¢ tak: x,.; jest
jednym z pierwiastkéw réwnania kwadratowego 22 — 2z,2 + 1 = 0, co pro-

2
T +1
. , , . 1 . . .,
wadzi do rownosci z,, = 7;— Ten zwigzek mozna wyprowadzié¢ ,bez
Tn+1

zgadywania” np. w nastepujacy sposob:

Tpp1 = Tp + /22 — 1

Tpy1 — Tp = /22 — 1
2 2 2
Ty — 2Tp1 T+, =2, — 1

2
2012, =y, + 1

2. Dany jest czworokat wypuklty ABCD, w ktérym katy przy wierzchotkach
B i D majg miar¢ 120°. Punkt E lezy na odcinku AD, przy czym AE-BC =
AB - DE. Punkt F lezy na odcinku BC, przy czym BF - CD = AD - FC.
Udowodni¢, ze proste BE i DF sa rownolegte.

Autor zadania: Emil fasocha

Rozwigzanie: Niech dwusieczna kata ABC' przecina AC' w punkcie G. Wy-
korzystujac zatozenie i twierdzenie o dwusiecznej dostajemy

AE AB AG

ED BC GC

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze EG || DC. W
takim razie SAEG = SADC = 120°. Ale SABG = % - 120° = 60°, wiec
przeciwlegte katy czworokata ABGE sumuja si¢ do kata potpelnego, czyli
ten czworokat mozna wpisa¢ w okrag. Analogicznie, niech dwusieczna kata
CDA przecina AC w H. Wtedy

BF AD AH
FC DC  HC’

wiec FH || AB, $HFC = ¥ABC = 120°, $CDH = 1 -120° = 60° i
czworokat C DHF jest wpisany w okrag. Stad

YBEA = $BGA =60°+<BCA=60°+<FDH = SFDA,



skad BE || FD.

3. Dana jest liczba catkowita n > 2. W Matlandii jest 2n miast My, Mo,
...y My,. Krol chce wybudowacé sie¢ drog umozliwiajacych przejazd z kazdego
miasta do kazdego innego. Obecnie istniejg tylko drogi taczace M z Mo,
Ms, ..., M,. Koszt budowy nowej drogi pomiedzy miastami M;, M; wynosi

k;; > 0. Oznaczmy
2n
K= ky+ Y ki

j=n+1 2<i<j<2n

Udowodni¢, ze krél moze zrealizowa¢ swéj plan kosztem nie wiekszym od
2K
3n—1"

Uwaga. Wszystkie drogi sa dwukierunkowe.
Autor zadania: Adam Trzaskowski

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze K = Ky + K + Ky, gdzie

n 2n
Ky = E ki, K, = E § ki, Ky = E ki
2<i<j<n i=1 j=n+1 n+1<i<j<2n

Rozwazmy nastepujace plany budowy nowych drog. Dla dowolnego ¢ ze
zbioru {1,2,...,n} plan A; zaktada budowe drogi pomiedzy M; i M, ,; oraz
drég pomiedzy M,; do wszystkich miast M,; dla j € {1,2,...,n} \ {i}.
Plan B; zaktada budow¢ drég pomiedzy M; i wszystkimi miastami M, ; dla
je{1,2,...,n}.




Oznaczmy koszt budowy drég w planie P przez k(P). Wowczas dla do-
wolnego i € {1,2,...,n}

k(A;) = ki pyi + Z Fntimnt
1<jsn

J#i
oraz
2n
=D iy
j=n+1
Wobec tego

n

> k(A + k(By) +2Zk = 2K, + K,),

i=1 =2

gdyz droga pomiedzy M; i M,,; pojawia sie tylko w planach A; i By, droga
pomigdzy M; i M, ; pojawia si¢ tylko w planie B;, a droga pomiedzy M, ;
i M,; pojawia sie¢ tylko w planach A; i A;.

Gdyby k(4;) > 25 1 k(B;) >

otrzymaliby$émy nastepujaca sprzecznoéé:

.,n}, to

2K, 4 Ky) = Zk; +kBl+22k

1=2
n 2K n
>
;371—1 3n—1+ Z?m—l
2K
:(Sn—l)-3n_1:2K.

W takim razie dla pewnego i € {1,2,...,n} mamy k(4;) < 2{(1 lub

3n
k(B;) < $2£-, co koticzy dowdd.




LXXYV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Plansza w ksztalcie szesciokata
foremnego ABCDEF o boku dlugoéci n sktada sie z 6n? pdl w ksztakcie
trojkata réwnobocznego o boku 1. (Rysunek przedstawia plansze dla n = 3.)
Na planszy ustawiono 3n? rombéw o boku dtugosci 1 i katach wewnetrznych
60° 1 120° w taki sposob, ze kazdy romb catkowicie przykrywa dwa pola
planszy i kazde pole jest przykryte przez doktadnie jeden romb. Udowodni¢,
ze przekatna AD dzieli na pot doktadnie n rombow.

F E

AVAVAVA
AVAVAVAVAY
JUAVAVAVAVAVANM

\VAVAVAVAVAV

\VAVAVAVAV,

B C

Autor zadania: Lukasz Bozyk

Rozwigzanie: Pomalujmy pola na biato i czarno w szachownice jak na ry-

sunku.
F E

B C

Niech k£ bedzie liczbg rombow potowionych przez przekatng AD, a ¢ —
liczbg rombéw zawartych wewnatrz trapezu ADEF. Kazdy romb polowiony
przez przekatng AD przykrywa dokladnie jedno czarne pole wewngtrz tra-
pezu ADFEF i ani jednego bialego. Kazdy romb zawarty wewnatrz trapezu
ADFEF przykrywa po jednym biatym polu i jednym czarnym polu w tym
trapezie. Zatem w tym trapezie jest k + ¢ czarnych pél oraz ¢ biatych pél.



Zliczajac liczbe biatych pol w kolejnych rzedach widzimy, ze liczba biatych
pol w trapezie ADEF jest réwna

n(3n —1)

l=n+n+1)+...+2n—-1)= 5

Pozostate pola w tym trapezie sa czarne; jest ich zatem

k+€:3n2_n(3n—1) :n(?)n—i-l)
2 2 '

Wobec tego

b (bt 0)— 0= n(3n2+ 1) n(3n2— 1) -

co byto do udowodnienia.

5. Liczby dodatnie a, b, ¢, x,y, z spetniaja rownosé
S5a + 4b+ 3c = bx + 4y + 3z.

Udowodnié, ze
ad vl S
F‘i‘gﬁ‘f‘;/.@—l—y‘f'z.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: 7 nierownosci miedzy $rednimi dostajemy

1 [(ad° 5/ a’
5 aj%—x—l—x—l—m—i—x = E-x-x-x-x:a,

1(b4+++>>4b4 b
-\ =4+y+y+y) =2{/= v y-y=0o,
4\ Y3

1 [ >3c3
3 §+z+z Z ﬁ-z-z:c,

skad wynika, ze

5 b4 3
%25a—4x, 4=y %230—22.



Po dodaniu stronami tych nieréwnosci i wykorzystaniu réwnosci danej
w tresci zadania ba + 4b + 3¢ = dx + 4y + 3z otrzymujemy
a® bt

—t+ 5+ 5 =2ba+4b+3c— 4z +3y+22)=x+y+z
zt oyt oz

6. Dana jest liczba pierwsza p. Udowodni¢, ze liczba

_1_1
p- (p2.pp—)!
p—1

jest podzielna przez p! - (p*)!- (p*)!-...- (pP~H!- (pP)L.
Autor zadania: Grzegorz Diuzewski

Rozwigzanie: Najpierw obliczymy dla dowolnej liczby pierwszej g i dowolnej
dodatniej liczby caltkowitej n, jaki jest najwiekszy wyktadnik m, dla kto-
rego n! dzieli sie przez ¢™. Najwiekszy taki wyktadnik oznaczymy przez
f(g,n). Symbolem |z] bedziemy oznaczaé cze$¢ calkowita liczby z, tzn.
najwieksza liczbg catkowity nieprzekraczajaca x. Niech ¢ bedzie najwigksza
liczba calkowita spetiajgca nieréwnosé ¢° < n. Zauwazmy, ze dla dowolnego
k=1,2,...,¢ posrdd liczb 1,2,3, ..., n liczbami podzielnymi przez ¢* sa

n
qk7 2qk7 R \‘q_kJ qk

Zauwazmy tez, ze zadna z liczb 1,2, ..., n nie dzieli sie przez ¢* gdy k > /.
Wynika stad, ze
i
n
fan =3 | %]
=1 LY

Zauwazmy tez, ze W powyzszym wzorze mozna zamieni¢ liczbe ¢ na dowolna

liczbe wieksza od ¢, bo {EJ =0dla k> /.

7
Przejdzmy do rozwigzania zadania. Oznaczmy n = p? - ppz:l— L oraz A =
pl- () (). (pPmH! - (pP)!. Nalezy udowodnié, ze dla dowolnej liczby

pierwszej ¢ liczba ¢ wchodzi w rozklad na czynniki pierwsze liczby A nie
wiecej razy niz wystepuje w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby p - n!,
czyli ze

Zf(p,pi) <14 f(p,n)



oraz

gdy q # p.
Najpierw wykazemy, ze w pierwszej nieréwnosci tak naprawde zachodzi
rownos¢. Mamy

f(p,pi)=Z{J Zp”“ ;Z_;p’“z;

k=1
dla dowolnego 2 = 1,2, ..., p. Ponadto

nJ:{p%ppl—l)J:p.ppl—l_pp—l

p (p—1)p p—1  p-—1

-1

)

a dla 2 <7 < p mamy

VLJ - MJ _ {Ppﬂi—le pr—1 J_ppﬂi_l
(p—1)p’ p—1 (p—1)pi—2 p—1

pl
Wobec tego

1+ f(p,n —1+BJ {J—;pﬁu_ Zp_l
=3 i

=1

Rozwazmy teraz liczbe pierwsza ¢ # p. Poniewaz dla dowolnego ¢ =
1,2,...,p liczba p' nie dzieli si¢ przez q, wiec f(q,p') = f(q,p'—1). Ze wzoru
na sume ciggu geometrycznego wynika, ze

P p p
n=>Yp=>p-p=> (-1
=2 =1 =1

Oczywiscie n > p* — 1 dlai = 1,2,3,...,p. Wybierzmy liczbe M tak duza,
ze ¢™ > n. Mamy, zgodnie z uwagg poczyniong na konicu pierwszego akapitu
rozwigzania,

gf(q,pi)=gf(q,pi—l Zp:iv)_lJ (*)

=1 j=1




Zmieniajac kolejno$¢ sumowania oraz wykorzystujac wielokrotnie nieréwnosé
lz] + |y] < |* + y]| (nieréwno$é ta wynika stad, ze |x| + |y] jest liczba
catkowita nieprzekraczajaca = + y) dostajemy

Yy < <y Zal=D) (qi)(pi—l)) - Ja.n).

7j=1 i=1 j=1 i=1

Uwaga. Dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych kq, ko, ..., k, o sumie k
liczbe podziatéw zbioru k-elementowego na zbiory Aj, As, ..., A, licznosci

odpowiednio kq, ks, . . . , k, oznacza si¢ symbolem . Nietrudno

klak27"'akn

k B k!
Ky kos oo k) kgl kgl

W zadaniu nalezy udowodnié¢, ze liczba

p- <p2 : ppp_—lfl)'
pl-(H)t- (@) (e (pP)!

obliczy¢, ze

A=

jest catkowita.
p

Poniewaz n = Z(pz — 1), wiec liczba
i=1

b= (p—l,pz—l,...,pp—1> T =Dl =D (pr— 1)

jest catkowita. Z drugiej strony n = Z p', wiec liczba
i=2

n
C’:z< )
P2 p3, ... pP

jest catkowita. Zauwazmy, ze

B 4 C
pP-DE+2)/2 = 7 (p — I
7, pierwszej réwnosci wynika, ze mianownik liczby wymiernej A zapisanej
w postaci utamka nieskracalnego jest potega liczby pierwszej p, a z drugiej
rownosci wynika, ze ten mianownik jest niepodzielny przez p. Ow mianownik

jest wiec rowny 1, wobec czego A jest liczbg catkowita.



