LXXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
3 kwietnia 2024 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Dany jest prostokat ABC'D i punkt X lezacy w jego wnetrzu.
Dwusieczne katéw DAX oraz C'BX przecinaja sie w punkcie P.
Punkt @ spehia réwnosci QAP = $QBP = 90°. Udowodnié, ze
PX =QX.

2. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Bolek rysuje 2n punktow
na ptaszczyznie, z ktérych zadne dwa nie wyznaczaja prostej piono-
wej ani poziomej. Nastepnie Lolek dla kazdego z tych 2n punktow
rysuje dwie potproste o poczatku w tym punkcie, z ktérych jedna
jest pionowa, a druga pozioma. Lolek chce zrobi¢ to w taki sposéb,
by narysowane potproste podzielity ptaszczyzne na jak najwiecej
obszarow. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe catkowitya k taka, ze Lo-
lek moze uzyska¢ co najmniej k obszaréw niezaleznie od potozenia
punktéw narysowanych przez Bolka.

3. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb pierwszych (p, ¢) o nastepuja-
cej wlasnosci: istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spetniajace
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Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielno$ci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystac¢ z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.

LXXYV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
4 kwietnia 2024 r. (drugi dzien zawodow)

4. Rozstrzygnaé, czy istnieja liczby rzeczywiste a, b, ¢, dla ktorych
uktad rownan

rTt+y+z=a

+yt+ 22 =0

Pyttt =c
ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach rzeczywistych x, y, 2.

5. Dana jest liczba catkowita n > 2024 i ciag liczb rzeczywistych
ai,as, ..., a,2 spetniajacy warunki

1
|ak—ak_1|<% oraz  |a;+as+...+ag <1

dla k =2,3,...,n% Wykazaé, ze
|anm-] < 2
n
Uwaga. Dow6d nieréwnosci |a,(,—1)] < 2 bedzie nagradzany dwoma
punktami.

6. Dany jest rownolegtobok ABC'D. Punkt X lezy w jego wnetrzu
poza przekatng AC i spelnia réwnoéci SAXB = 4CXD = 90°.
Oznaczmy okrag opisany na trojkacie AXC przez Q). Punkty F i F
leza na okregu €2 w taki sposob, ze odcinek EF' jest jego $red-
nica, punkty FE, X, B nie sa wspoétliniowe oraz punkty F, X, D
nie sg wspotliniowe. Zatdézmy, ze okregi opisane na trojkatach BXE
i DXF przecinaja sie w punkcie K # X oraz ze L # X jest takim
punktem na €, ze $KXL = 90°. Udowodnié¢, ze KL = AB.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnoéci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawod6éw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



