LXXYV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

1. Dany jest prostokat ABC'D i punkt X lezacy w jego wnetrzu. Dwusieczne
katow DAX oraz C'BX przecinaja sie w punkcie P. Punkt ) spetnia réwnosci
JQAP = 4QBP = 90°. Udowodni¢, ze PX = QX.

Autor zadania: Daniel Goc

Rozwigzanie: Oznaczmy <PAD = ¢ i SCBP = 1. Mamy ¥BAP = 90° — ¢
i SPBA = 90°—, wiec SAPB = 180°~{BAP—<4PBA = p+1). Poniewaz
JQAP = $PBQ = 90°, wicc odcinek PQ jest érednica okregu opisanego
na trojkacie ABP. Oznaczmy $rodek tego okregu przez R. Wtedy R jest
srodkiem odcinka PQ. Jedli X = R, to teza zachodzi. Od teraz przyjmijmy,
ze X # R i przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze X lezy po tej samej stronie
prostej PQ co A. Wystarczy udowodni¢, ze ¥XRQ = 90°, gdyz wyniknie
stad, ze X lezy na symetralnej odcinka PQ).

7, zalezno$ci miedzy katem wpisanym i katem Srodkowym opartymi na
tym samym tuku otrzymujemy SARB = 294APB = 2p + 1. Z drugiej
strony

JAXB =180° — <BAX — <XBA =
= 180° — (90° — 2¢) — (90° — 2¢)) = 2¢p + 2.

Zatem YAXB = SARB, wicc punkty A, X, R, B leza na jednym okregu.
Mamy $ABQ = 90° — <PBA = SCBP = 1. W takim razie

SXRQ = SXRA+ SARQ = ¥XBA +294ABQ = 90° — 20 + 2 = 90°,

co konczy dowdd.
D




2. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Bolek rysuje 2n punktéw na ptasz-
czyznie, z ktorych zadne dwa nie wyznaczaja prostej pionowej ani poziome;j.
Nastepnie Lolek dla kazdego z tych 2n punktéw rysuje dwie potproste o po-
czatku w tym punkcie, z ktérych jedna jest pionowa, a druga pozioma. Lolek
chce zrobi¢ to w taki sposob, by narysowane potproste podzielity ptaszczyzne
na jak najwiecej obszaréw. Wyznaczy¢ najwiekszg liczbe catkowita k taka, ze
Lolek moze uzyska¢ co najmniej k obszaréw niezaleznie od potozenia punk-
tow wybranego przez Bolka.

Autor zadania: Lukasz Bozyk

Rozwigzanie: Pare potprostych o wspélnym poczatku, z ktorych jedna jest
pionowa, a druga pozioma, nazywaé¢ bedziemy elkg. Uzasadnimy najpierw,
ze po narysowaniu /£ elek, ktére wyznaczajg parami rézne proste, liczba ob-
szaréw, na ktore zostala podzielona ptaszczyzna jest o ¢ + 1 wieksza niz
liczba punktow przeciecia elek. Jesli nie narysowano ani jednej elki, to mamy
zero punktéw przeciecia elek oraz jeden obszar. Ponadto dorysowanie kazdej
kolejnej elki powicksza liczbe obszaréw o jeden wiecej niz liczbe punktow
przeciecia elek. Stad wynika, ze po narysowaniu ¢ elek liczba obszaréw jest
o ¢+ 1 wieksza od liczby punktow przeciecia elek.

Udowodnimy, ze odpowiedzia na pytanie postawione w tresci zadania jest
k = 2n? + 2n + 1. Zgodnie z obserwacjg poczyniong w poprzednim akapicie
wystarczy udowodnié, ze k' = 2n? jest najwicksza taka liczba, Ze niezaleznie
od potozenia punktéw narysowanych przez Bolka, Lolek moze uzyskaé¢ co
najmniej k' punktow przeciecia elek.

Niech S bedzie zbiorem punktéw wybranych przez Bolka. Niech O bedzie
takim punktem, ze prosta pozioma przechodzaca przez O rozcina plaszczyzne
na dwie poiptaszezyzny, z ktorych kazda zawiera po n punktéw ze zbioru S
oraz prosta pionowa przechodzaca przez O réwniez ma te wiasnosé. Te dwie
proste dziela ptaszczyzne na cztery c¢wiartki, ktore oznaczymy tak jak na
rysunku.

[
[

Udowodnimy, ze jesli Lolek narysuje pétproste pionowe w dot dla punktow
w ¢wiartkach A i B, poélproste pionowe w gore dla punktow w Ewiartkach
C' i D, polproste poziome w prawo dla punktow w ¢éwiartkach B i C oraz
poOltproste poziome w lewo dla punktéw w éwiartkach A i D, to uzyska on co



najmniej 2n? punktéw przeciecia. Zalézmy, ze w éwiartce A znajduje sie a
punktéw ze zbioru S. Wéwcezas w ¢wiartkach B i D znajduje sie po n — a
punktéw ze zbioru S, a w ¢wiartce C' znajduje sie a punktow ze zbioru S.
Zauwazmy, ze:

e dowolne dwie elki wyznaczone przez pare punktéw w przeciwlegtych
¢wiartkach przecinajg sie w doktadnie dwoch punktach,

e dowolne dwie elki wyznaczone przez pare punktéw w sasiadujacych
¢wiartkach przecinaja sie w doktadnie jednym punkcie.

Mamy dwie pary przeciwlegtych éwiartek: (A, C) oraz (B, D). Wyznaczaja
one acznie 2a? + 2(n — a)? punktéw przeciecia. Mamy cztery pary sasiadu-
jacych éwiartek: (A, B), (B, (), (C, D) oraz (D, A). Kazda z nich wyznacza
a(n — a) punktéw przeciecia. Zatem liczba punktéw przeciecia wszystkich
elek wynosi co najmniej

2a* +2(n — a)?® +4a(n —a) = 2(a + (n — a))?* = 2n>.
Teraz wykazemy, ze jesli Bolek narysuje punkty o wspotrzednych
(1,1),(2,2),(3,3),...,(2n,2n),

to Lolek moze uzyska¢ co najwyzej 2n? punktéw przeciecia elek. Podzielmy
zbiér elek narysowanych przez Lolka na cztery zbiory: niech A bedzie zbiorem
elek skierowanych w lewo i w dét, B zbiorem elek skierowanych w prawo i
w dot, C zbiorem elek skierowanych w prawo i w gére, a D zbiorem elek
skierowanych w lewo i w gore. Zauwazmy, ze:

e kazde dwie elki ze zbioru A sg roztaczne,

kazde dwie elki ze zbioru B przecinaja sie w jednym punkcie,

kazde dwie elki ze zbioru C' sa roztaczne,

kazde dwie elki ze zbioru D przecinaja sie w jednym punkcie,

kazda elka ze zbioru A przecina kazda elke ze zbioru BUD w co najwyzej
jednym punkcie,

kazda elka ze zbioru A przecina kazda elke ze zbioru C' w co najwyzej
dwoch punktach,



e kazda elka ze zbioru B przecina kazda elke ze zbioru C' w co najwyzej
jednym punkcie,

e kazda elka ze zbioru B jest roztaczna z kazda elka ze zbioru D,

e kazda elka ze zbioru C' przecina kazda elke ze zbioru D w co najwyzej
jednym punkcie.

Oznaczmy moce zbioréw A, B, C', D odpowiednio przez a, b, ¢, d. Wowczas
a+ b+ c+d=2n, aliczba uzyskanych punktéw przeciecia nie przekracza
liczby

T = (g) + (;i) 4+ ab + ad + 2ac + be + cd.

Poniewaz

wiec

2 b2 2 d2 b d2
Tga + ;C + +ab+ac+ad+bc+bd+cd:(a+ —;C—i_ ) =

2n?,

co pokazuje, ze Lolek moze uzyskaé co najwyzej 2n? punktéw przeciecia elek.

3. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb pierwszych (p, ¢) o nastepujacej wlasno-
Sci: istniejg dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spetniajace rownosci
b ¢

=1 oraz g—i——+—=q—|—1.
p p P

+=

QI3
ol et
o3

Autor zadania: tukasz Bozyk

Rozwigzanie:
Sposob 1. Zatézmy, ze liczby a, b, ¢, p, q spelniaja narzucone warunki. Row-
nania mozna przepisa¢ w postaci

p(ab + bc + ca) = abe oraz a+b+c=plg+1).

Z pierwszego rownania wynika, ze p | abe. Bez straty ogdélnosci przyjmijmy,
ze p | a. Z drugiego réwnania wynika, ze p | b <= p | ¢. Rozwazmy najpierw
przypadek, w ktorym kazda z liczb a, b, ¢ dzieli sie przez p. Zapiszmy a = pd,



b = pe, ¢ = pf dla pewnych dodatnich liczb calkowitych d, e, f. Pierwsze
rOwnanie przyjmuje postac é—i—%—b—% = 1, adrugie d+e+ f = ¢+1. Bez straty
ogblnosci przyjmijmy, ze d < e < f. Jesli d > 3, to é—i— % +1 < 3% < 1, wiec
musi zajs¢ réwnos¢ d = e = f = 3. Wtedy jednak d +e+ f =9, skad ¢ = 8
i sprzecznosé, bo 8 nie jest liczba pierwsza. Jesli d = 2, to % + % = %, wiec
2e+ f) =ef, czyli (e—2)(f —2) =4, skad (e, f) = (4,4) lub (e, f) = (3,6).
W pierwszym przypadku d + e + f = 10, co daje ¢ = 9 i sprzecznosé, bo 9
nie jest liczba pierwsza, a w drugim przypadku d+e+ f = 11, skad ¢ = 10 i
sprzecznos¢, bo 10 nie jest liczbag pierwsza. Przypadek d = 1 daje sprzecznos¢,
bowtedyé%—%—l—% > 1.

Do rozwazenia zostal przypadek, w ktorym p | a, pt b i p 1 ¢. Zapiszmy
a = pd i podstawmy do danych réwnan. Pierwsze rownanie przyjmuje postac
pd(b+c) = be(d—1), z ktérego wynika, ze p | d—1. Podstawmy wiec d = pe+1
dla pewnej dodatniej liczby catkowitej e. Otrzymujemy (pe + 1)(b+ ¢) = bee
oraz b+c = p(q—pe). Z pierwszej réwnosci wynika, ze e | b+c, co w polaczeniu
z druga daje e | pqg. Zatem e € {1,p,q,pq}. Jesli e = 1, to pierwsze réwnanie
daje p | b lub p | ¢, wbrew naszemu zalozeniu. Jedli e = ¢ lub e = pq, to
prawa strona réwnosci b + ¢ = p(q — pe) jest ujemna, a lewa jest dodatnia,
sprzeczno$é¢. Zatem e = p. To prowadzi dod = p* +11ia = p* + p.

Réwnania przyjmuja wiec postaé¢ (p® +1)(b+c) = pbei b+ c = p(q— p?).
Zauwazmy, ze

_bt = (b+ C)Z(,pz o —(b+c)p+p® = be—(b+c)p+p* = (b—p)(c—p).

q

Liczba ¢ jest pierwsza, wiec jej jedyne rozklady na czynniki catkowite to
g=1-q=(-1)-(—q). Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze b —p = +1 i
c—p=*q.

Jedlib—p=—-1lic—p=—q tob=p—11c=p—q. Zauwazmy,
ze z réwnania b+ ¢ = p(q — p*) wynika w szczegdlnosci, ze ¢ > p?. Wtedy
c=p—q<p—p><0,codaje sprzecznosé¢. Zatem b —p=1ic—p = q, tj.
b=p+1ic=p+q. Mamy

P+1Dp+q =@ +1)(q—p)
PH+pa+p+a=pq—p' +q—p
P +2p° +p =’ —p)
P +2p+1=(p—1)
(p—D@*+p+3)+4=(p—1)

2



Z powyzszej rownosci wynika, ze p — 1 | 4, skad p — 1 € {1,2,4}, czyli
p € {2,3,5}. Dla p = 2 obliczamy ¢ = 13 i widzimy, ze warunki zadania sa
spetione dla a = 10, b = 3 i ¢ = 15. Dla p = 3 obliczamy ¢ = 17, co spetnia
warunki dla a = 30, b =4 i ¢ = 20. Dla p = 5 mamy ¢ = 34, co nie spetnia
warunkéw, bo 34 nie jest liczba pierwsza.

OdpowiedZ: Jedynymi parami (p, q) spetniajacymi warunki zadania sa (2, 13)
i (3,17).

Sposdb 2. Podobnie jak w sposobie pierwszym zapisujemy réwnania w postaci
p(ab + bc + ca) = abe oraz a+b+c=plg+1).
Zauwazmy, ze

(a—p)(b—p)(c—p) = abc— (ab+bc+ca)p+ (a+b+c)p* —p* =

=abc —abc+p(qg+1) p* —p* =

=7q.
Stad w szczegdlnosci wynika, ze liczby a, b, ¢ sa rézne od p. Zauwazmy, ze
—p<a—p<a—p+b+c = pq Stad wynika, ze liczba a — p nie jest
podzielna przez pq. Analogicznie dowodzimy, ze b — p i ¢ — p nie sg podzielne
przez pq. W takim razie z wyzej wyprowadzonego rozktadu liczby p3q na
czynniki a — p, b — p, ¢ — p wynika, ze jedna z liczb a — p, b — p, ¢ — p jest
rowna ¢ lub —¢q. Biorac dodatkowo pod uwage to, ze liczby a —p, b—p, ¢ —p
sq wieksze od —p zawezamy mozliwe rozklady liczby p3¢ do nastepujacych
trzech: ¢-1-p°, ¢-p-p*i(—q) - (=1) - p*.

W pierwszym przypadku pg —2p = (a—p) +(b—p)+(c—p) = ¢+ 1+p°,
skad q(p—1) =p*+2p+1 = (p—1)(p*+p+3) +4. Podobnie jak w ostatnim
akapicie pierwszego sposobu rozwigzania dochodzimy do wniosku, ze w tym
przypadku jedynie pary (p,q) = (2,13) i (p,q) = (3,17) spelniaja warunki
zadania.

W drugim przypadku pg —2p = (a —p) + (b—p) + (c —p) = ¢ +p +p°,
skad wynika, ze p | q, czyli ¢ = p. Wtedy jednak réwnos$¢ pg—2p = q+p+p?
upraszcza sie¢ do p = 0 — sprzecznos¢.

W trzecim przypadku pq —2p = (a —p) + (b—p) + (c—p) = —q¢— 1+ p?,
wiec q(p+1) =p*+2p—1 = (p+1)(p* —p+3) — 4, skad wynika, ze p+1 | 4.
Jedyna liczba pierwsza p taka, ze 4 dzieli si¢ przez p+1 jest p = 3. Obliczamy
stad ¢ = 8, co nie spelnia warunkow zadania, bo 8 nie jest liczbg pierwsza.



LXXYV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

4. Rozstrzygnac, czy istnieja liczby rzeczywiste a,b,c, dla ktérych uktad
rownan zmiennych z,y, z

rT+y+z=a

iyt 422 =0

xt + y4 +2t=c¢
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach rzeczywistych x, y, 2.
Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie: Tak, istnieja takie liczby. Pot6zmy a = 0, b = 2, ¢ = 2. Niech
x bedzie dowolng liczba rzeczywisty z przedziatu (0,1). Dobierzmy y tak,

by 22 + zy + y?> = 1. To jest réwnanie kwadratowe zmiennej y, ktérego
wyréznik A = 4 — 322 jest dodatni. Jednym z pierwiastkéw tego réwnania
jest =ZHVA—STT V;_W. Polézmy wiec y = =LV A=52- V;_?"'ﬁ. Wreszcie, wezmy z = —x — .

Woéwezas
r+y+2z=0,
Py =2 (vt y)? =20 oy ) =2,

2 (02 .2 L2
xy+yz+zx:(x+y+z) 2(:70 Ty +2)=—1,

o2 4?2 2t = (vy +yz 4+ za)? = 20wy Yz Yz zx 4 2o ay) =
=1—-2zyz(x+y+2) =1,

ot oyt 42t = (P P 4 20 - 200t P 4 ) =4 -2 =2,
5. Dana jest liczba catkowita n > 2024 i ciag liczb rzeczywistych aq, as, . . . , a,2
spetiajacy warunki

lar, — ap_1| < oraz |ajt+as+...+ap <1

| =



dla k = 2,3,...,n% Wykazaé, ze

N
Sl

|an(n—1)|

Uwaga. Dowdd, ze |Gy m—1)| < 7—n5 bedzie nagradzany dwoma punktami.
Autor zadania: Jacek Jakimiuk

Rozwigzanie: 7 zalozen wynika, ze:

|an271 - an2| < -

2|an2,2 - an2,1| <

n|anz_p — ap2_pi1| <

n|an2—n - anZ—n—ll <

(7’L - 1)|an2—n—1 - anZ—n—Ql <

1
n2—2n+1 (n—1)2

|an272n+1 - an272n| <

Dodajac stronami powyzsze nieréwnosci i wykorzystujac nieréwnosé trojkata
otrzymujemy

n2
2n+ Dayz_, — Z ag| <
k=n?-2n
< (k’an2—k - an2—k+1’ + k’an2—2n+k - an2—2n—1+k’) <
k=1
. 1 1
< 2k | - 5 = n(n + 2)
— (n—1) (n—1)

=~

Poniewaz n > 2024, wiec n(n + 1) < 2(n — 1), Z powyzszych nieréwnosci,



z zatozen i z nierownosci tréjkata wynika, ze

n2 n“—2n—1 n
20+ Dane o] < [@n+ Daen— Y ax|+| Y a|+|D a| <
k=n2—2n k=1 k=1

1 2(n —1)2

nntl) o 20D,
(n—1)? (n—1)2

Stad

| < 4 2
Ap2_n -
’ 2n+1 n

Uwaga. W powyzszym rozwiazaniu wykazano, ze |a,2_,| < 2n1+1 (7(17(Ln4;)1) + 2)

Dla duzych n liczba x,, = ﬁ (Zgj)lz) + 2) jest bardzo bliska % Scislej rzecz

ujmujac, lim, .. 1‘”/" = 3 . Nasuwa si¢ pytanie, czy mozna znalez¢ taki cigg
(Yn)nen oraz stala c < s, 7€ |ap2_y| <y, dla kazdego n oraz lim, o 2~ e =6
a jesli tak, to jak matg stal@ moze by¢ c.

Niech N bedzie liczba catkowita, ktorej doktadng wartosé ustalimy poz-
niej. Powtarzajac rachunki przedstawione w rozwigzaniu otrzymujemy

n2

(n+ N+ 1)ap2_, — Z a

k=n2-n—N

n
Z k“(ansz - an2fk+1) + Z k(an27n7N+k - an27an+k71) <

n N
< E k|an2—k - anQ—k+1| + E k|an2—n—N+k - anQ—n—N+k—1| <
k=1 k=1
N

> k k
<Zn2 k+1+;n2—n N~|—k

k_

Z Z 1
k=1 k=1

n(n+1)+ N(N +1)
2(n2—n—N+1) ’
co w podobny sposob jak w rozwigzaniu prowadzi do szacowania

n(n—|—1)+N(N—|—1)+2_5n2+N2—3n—3N+4
2(n2—n—N+1) 2’ —n—N+1)

[(n+ N+ 1)ayz_,| <




Wstawmy N = |[dn|, przy czym liczbe d > 0 dobierzemy za chwile. Mamy
5n? + N2 —3n — 3N +4

2 —n-N+ Dt N+ 1)

5n* 4+ (dn)® —3n —3(dn —1)+4

]anz,n] <

2(n2 —n —dn+1)(n+dn) Yn:
Wowcezas lim,,_, oo f//’;l = 25();1:5?)' Najmniejsza warto$é¢ wyrazenia 2?;‘?; Wynosi

V6 —11i jest ona przyjmowana dla d = v/6 — 1. Oszacowali$my zatem |a,2_,|
7 gOry przez y,, przy czym lim, .. 1y/—"n = ;E:lr—fi) =6 — 1~ 1,4494897 < %
6. Dany jest rownolegtobok ABC'D oraz punkt X w jego wnetrzu nielezacy
na przekatnej AC i spetniajacy réwnosci $AXB = 4OX D = 90°. Oznaczmy
okrag opisany na trojkacie AXC przez ). Punkty F i F' leza na Q w taki
sposob, ze EF jest srednica €2, punkty F, X, B nie sa wspoétliniowe oraz
punkty F', X, D nie sg wspotliniowe. Zatdzmy, ze okregi opisane na trojkatach
BXFE i DXF przecinaja sie w punkcie K # X oraz ze L # X jest takim
punktem na Q, ze K XL = 90°. Udowodni¢, ze KL = AB.

Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie:

Sposéb 1. Oznaczmy srodki odcinkéw AB, CD, KL odpowiednio przez M,
N, P. Wystarczy udowodni¢, ze X P = X M, bowiem wtedy KL = 2XP =
2X M = AB. Niech T bedzie takim punktem, ze )ﬁ = NC = ]\ﬁ Czwo-
rokat X NC'T jest réwnolegtobokiem i CN = N X, wiec jest rombem. Analo-
gicznie BM XT jest rombem. W szczegblnosci TB =TX =TC, wiec T jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie BXC. Poniewaz XN = XM = XT,
wiec X jest srodkiem okregu przechodzacego przez punkty M, N, T. Wy-
starczy udowodni¢, ze XP = XM, czyli ze P lezy na okregu opisanym na
trojkacie MNT.




Oznaczmy s$rodki okregéw opisanych na trojkatach AXC, BXE, DXF
odpowiednio przez S, U, W. Punkty U, W, P leza na symetralnej odcinka
K X. Prosta SP jest symetralng odcinka X L. Ponadto kat K X L jest prosty.
Stad PS L LX 1 KX 1 UW. Zatem P jest rzutem prostokatnym punktu
S na UW.

Proste SU, SW sa symetralnymi odpowiednio odcinkéw XFE i XF, a
ponadto kat EXF jest prosty. Stad wynika, ze SU L XE L XF 1 SW.

E

Proste MS i MU sa symetralnymi odpowiednio odcinkow AX i BX.
Ponadto kat AX B jest prosty. Stad MS L AX L BX 1 MU.

Proste NS i NW sg symetralnymi odpowiednio odcinkéw C'X i DX.
Ponadto kat CX D jest prosty. Stad NS L CX L DX 1L NW.



U
Poniewaz ¥SMU = 4SPU = 90°, wiec punkty M, P leza na okregu o
$rednicy SU. Stad SMPS = $MUS. Poniewaz MU 1 BX i SU 1 EX,
wiec YMUS = <BXE.
Poniewaz W PS = SWNS = 90°, wiec punkty P, N leza na okregu o
érednicy SW. Stad $SPN = 4SWN. Poniewaz SW || EX i WN || CX,
wiec SSWN = SEXC.

Z réwnoéci SMPS = IBXE i $SPN = JEXC wynika réwnogé



IMPN = <BXC. Kat BXC jest réwny katowi miedzy symetralnymi od-
cinkéw BX i CX, czyli katowi MTS. Zatem <M PN = <MTS, co dowodzi,
ze punkty P, M, N, T leza na okregu.

Sposob 2.

Lemat. Oznaczmy okregi opisane na trojkatach ABX, BCX,CXD, DXA
odpowiednio przez o1, 02, 03, 04. WOWczas te cztery okregi sa przystajace, a
ponadto okregi oy i 01.1 s, styczne.. | N

Dowod lematu. Niech Y bedzie takim punktem, ze XY = zﬁ = lﬁ
Wowczas czworokaty ABY X i XY CD sa rownolegtobokami. Wynika stad,
ze YBX = SAXB = 90° oraz $XCY = ¥CXD = 90°. Stad wynika, ze
punkty B i C' leza na okregu o $rednicy XY. To znaczy, ze $rednica okregu
0y ma takg sama dtugosé¢ co AB. Analogicznie dowodzimy, ze okrag o4 tez
ma Srednice tej dtugosci. Rozwazane okregi sg zatem przystajace.

Zauwazmy jeszcze, ze Srodek oq, czyli $rodek XY, lezy na prostej prze-
chodzgcej przez X rownolegltej do AB. Analogicznie pokazujemy, ze srodek
okregu o4 lezy na tej prostej. Stad wynika, ze okregi o, i 04 sg styczne, bo
prosta przechodzaca przez srodki tych okregdéw przechodzi przez punkt X,
ktory lezy na obu tych okregach.

Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o srodku X i dowolnym promie-
niu r. Obraz dowolnego punktu 7" w tej inwersji bedziemy oznaczaé przez
T™*. Poniewaz okregi o1, 09, 03, 04 sa przystajace i przechodzg przez X, wiec
ich obrazami sa odpowiednio proste A*B*, B*C*, C*D* i D*A*, przy czym
odlegtoé¢ punktu X od kazdej z nich jest taka sama (réwna %). Czworokat
A*B*C* D™ jest wiec opisany na okregu o srodku X i promieniu Z‘"—;; oznaczmy
ten okrag przez w. Poniewaz okregi o, 1 04 nie maja punktéw wspolnych poza
X, wiec proste A*D* i B*C* sa rownolegte. Punkty E*, F™* leza na prostej
A*C*, przy czym S F*X E* = 90°. Punkt K* jest przecieciem prostych B*E*
i D*F*. Punkt L* lezy na prostej A*C* i spelnia réwno$é¢ S L* X K* = 90°.
Teza zadania jest rownowazna temu, ze okrag opisany na trojkacie K LX jest



przystajacy do o1, czyli temu, ze prosta K*L* jest styczna do w.

Zaloézmy, ze zadna z prostych E* X, F*X nie jest rownolegta do podstaw
trapezu A*B*C*D*. Oznaczmy punkty przeciecia prostej E*X z prostymi
B*C* i A*D* odpowiednio przez P i R. Oznaczmy punkty przeciecia prostej
F*X z prostymi A*D* i B*C* odpowiednio przez ) i S. Wtedy PQRS jest
rombem opisanym na okregu w. Oznaczmy punkt przeciecia prostych PQ) i
A*C* przez L'. Niech K’ bedzie punktem przeciecia prostej RS ze styczna
do w poprowadzona z punktu L' (rézna od PQ). Udowodnimy, ze K’ = K*
i L' = L*, co zakonczy dowdd.

Z twierdzenia Brianchona dla szesciokgta A* RK'L' P B* wynika, ze proste
A*L', RP i K'B* przecinaja sie w jednym punkcie. Poniewaz A*L' i RP
przecinaja sie w punkcie E*, wiec oznacza to, ze K’ lezy na prostej B*E*.
Podobnie, z twierdzenia Brianchona dla sze$ciokata C*SK’'L'QD* wynika,
ze proste C*L/, SQ 1 K'D* przecinaja sie w jednym punkcie. Poniewaz C* L/
i QS przecinaja sie w punkcie F*, wiec oznacza to, ze K’ lezy na prostej
F*D*.

S
WykazaliSmy zatem, ze K’ jest przecieciem prostych B*E* i D*F* a wiec
K’ = K*. Do wykazania zostaje réwnoéé < L' X K* = 90°. To jest réwnowazne
réownosci X K*L' + < K*L'X = 90°. Proste K*X, L'X sa dwusiecznymi ka-
tow RK*L' i K*L'P, wiec $XK*L' + $K*L'X = (YRK*L' + $K*L'P).
Nalezy wiec wykazaé, ze S RK*L' + <K*L'P = 180°. To wynika z réwnole-
glosci prostych K*R, L'P.
Do rozwazenia zostaty dwa przypadki:
1° F*X || BC. Niech M i N beda punktami stycznosci okregu w odpowied-
nio z bokami B*C* i A*D*. 7 twierdzenia Brianchona dla zdegenerowanego
szesciokata A*B*MC*D*N wynika, ze przekatne A*C*, B*D* i prosta M N
przecinaja sie w jednym punkcie. Poniewaz F*X || BC, wiec E*X 1 BC,
skad E*X pokrywa si¢ z prosta M N. To oznacza, ze E* jest przecigeciem



przekatnych trapezu A*B*C*D*. Stad punkt K*, bedacy przecieciem pro-
stych B*E* i D*F*, pokrywa si¢ z punktem D*. Poniewaz

JC*XK* = 4C*XD* = 180° — 4 XD*C* — 4D*C*X =
1 1
= 180° — 5(%(A*D*C* + 4D*C*B*) = 180° — 5 180° = 90°,

wiec punkt L* pokrywa sie z C*. Ostatecznie prosta K*L* pokrywa sie z
prosta C*D*, wiec w szczeg6lnosci jest ona styczna do w.
A N D*=K*

O — [*
2° E*X || BC. Analogicznie jak w przypadku 1° dowodzimy, ze F* jest
przecieciem przekatnych trapezu A*B*C*D*. Stad wynika, ze punkt K*, be-
dacy przecigciem prostych B*E* i D*F* pokrywa sie z punktem B*. Na-
stepnie, prowadzac analogiczne rachunki jak w przypadku 1°, dowodzimy, ze
SK*XA* = $B*X A* = 90°. Stad L* pokrywa sie z punktem A*. W konse-
kwencji prosta K*L* pokrywa sie z prosta A*B*, w szczegdlnosci jest styczna
do w.
A*=L* N D~




