LXXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
I seria: do 14 pazdziernika 2024 r.

1. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bx + ¢, ktérej wykres nie
przecina osi odcietych. Wykazaé, ze

a(2a + 3b + 6¢) > 0.

2. Dany jest prostokat ABCD wpisany w okrag w o $rodku O. Prosta ¢
przechodzi przez O oraz przecina odcinki BC' i AD odpowiednio w punktach
E i F. Punkty K i L sa punktami przeciecia £ i w, przy czym punkty K, F,
F. L lezg w takiej kolejnoséci na prostej £. Proste styczne do w w punktach
K i L przecinaja prostg C'D odpowiednio w punktach M i N. Udowodnic,
ze punkty E, ', M, N leza na jednym okregu.

3. Dana jest dodatnia liczba catkowita n bedaca iloczynem 2024 parami
roznych liczb pierwszych. Wyznaczy¢ liczbe dodatnich liczb catkowitych £
spetiajacych rownosé

n+ NWD(n, k) = k.

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2, dla ktérych istnieja takie
liczby catkowite ay, as, ..., a,, ze kazdy ze zbiorow

{ai,a9,...,a,} oraz {a;+as,as+as,...,a,_1+ ap,a, +ar}

zawiera n kolejnych liczb catkowitych.

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiescic w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

14 pazdziernika 2024 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.


https://om.sem.edu.pl

LXXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IT seria: do 12 listopada 2024 r.

5. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b, n. Zalézmy, ze liczby a i n sa
parzyste, liczba b jest nieparzysta oraz liczba ab(a + b)"! jest podzielna
przez a’ + b". Udowodnié, ze istnieje taka liczba pierwsza p, ze liczba a™ + 0"
jest podzielna przez p"*!.

6. Dane sa dodatnie liczby caltkowite k, n oraz podzbiory Ay, As, ..., Ag
zbioru {1,2,...,2n}. Powiemy, ze para liczb (z,y) jest dobra, jesli x < y,
z,y € {1,2,...,2n} i istnieje doktadnie jeden indeks i € {1,2,... k}, dla
ktérego doktadnie jedna z liczb x, y nalezy do A;. Wykazaé, ze istnieje co naj-
wyzej n? dobrych par.

7. Okregi 01, 05 0 réwnych promieniach przecinajg sie w punktach A, B.
Punkty C', D, E, F leza w tej kolejnosci na jednej prostej, przy czym C'i E
leza na 01, a D i F' — na o0,. Symetralne odcinkéw C'D i FF' przecinaja
prostag AB odpowiednio w punktach X i Y. Dowies¢, ze AX = BY.

8. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, x,y, z speliaja rownosci

a® + 2bc = 2% + 2yz,
b* + 2ca = y* + 2z,
A+ 2ab = 22 + 2uxy.

Wykazaé, ze a® + b* + 2 = 2% + y? + 2°.

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiescic w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

12 listopada 2024 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.


https://om.sem.edu.pl

LXXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IIT seria: do 2 grudnia 2024 r.

9. Dane sa takie dodatnie liczby catkowite m, n, ze V2 < =< V2 + % oraz
liczba m jest parzysta. Wykazac, ze istnieja takie dodatnie liczby catkowite
k<mil<n,ze

-

<\
n

10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktéorym AB < AC. Oznaczmy
okrag opisany na trojkacie ABC' przez ). Punkty M i N sg srodkami odpo-
wiednio dtuzszego tuku BC' i krétszego tuku BC' okregu Q. Punkty X # M
iY # M lezg na prostej AM i spetniajg rownosci BX = BM =CM = CY.
Punkt FE jest rzutem prostokatnym punktu B na prostg AC, a punkt F' rzu-
tem prostokatnym punktu C na prosta AB. Dowie$é, ze IFNX = JYNE.

11. Dana jest dodatnia liczba catkowita ¢ oraz dodatnie liczby rzeczywiste
ai,as, ..., ag. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n definiujemy

(2n)! s .
Z (2"31)!(2162)!...(2@)!“1 as?...a,’.

k1+k2+...+k¢=n

Cp =

(W powyzszym wzorze sumowanie przebiega po wszystkich (-elementowych
ciagach nieujemnych liczb catkowitych ki, ko, ..., k;, 0 sumie réwnej n.)
Wykazaé, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nieréw-

no$¢ /e, < "epi.

12. Powiemy, ze podzbiér A zbioru nieujemnych liczb catkowitych jest fajny,
jesli istnieje taka liczba catkowita k, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > k
istnieje doktadnie jedna para liczb a > b ze zbioru A spetniajaca réwnosé
n = a + b. Rozstrzygnaé, czy istnieje fajny zbior.

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiescic w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

2 grudnia 2024 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.


https://om.sem.edu.pl

