LXXVI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2 o nastepujacej wtasnosci:
istniejg takie niezerowe liczby rzeczywiste x1, xo, ..., x, oraz y, ze

(:El—i—xg—i-...—i-xk)(xkﬂ+xk+2+...+xn):y

dla kazdego k € {1,2,...,n — 1}.
Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Ustalmy dowolng liczbe catkowita n > 2. Okredlmy x; = 1,
v =(-1D)Fdla2<k<n—-1lorazz,=1gdy2{niz, =2gdy?2]|n.
Wowcezas suma x1+x2+. ..+ 2 jest rowna 1 dla nieparzystych 1 < k <n—1
oraz réwna 2 dla parzystych 1 < k < n — 1. Liczbe x,, dobrano tak, by
1+ xo+ ...+ x, = 3, a wiec tak, ze suma xy.1 + ...+ z, jest rowna 2
dla nieparzystych 1 < k < n — 1 oraz réwna 1 dla parzystych 1 < k < n.
Otrzymujemy zatem

(r1+ 2o+ ...+ k) (Tha1 + Tppo + ...+ x,) =2

dla dowolnego 1 < k < n— 1. Dobierajac y = 2 widzimy, ze warunki zadania
sg spetione.

Odpowiedz: Wszystkie liczby catkowite n > 2.

Uwaga. Gdy n = 2, dla dowolnych x; # 0 # x5 mozna dobra¢ y = xyxo. Jesli
n > 3, to wszystkie ciagi (x1,za,...,z,), dla ktérych istnieje y spelniajacy
warunki zadania sg postaci

(a,b,—b,b,—b,...,—b,a+D)

dla n parzystych oraz
(a,b,—b,b,—=b,...,b,a)

dla n nieparzystych, gdzie a, b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi takimi,
ze liczby a, b, a + b sa niezerowe. W obu przypadkach y = a(a + b).



2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2 o nastepujacej wtasnosci:
liczba 2% - n — 1 jest pierwsza dla kazdego k € {2,3,...,n}.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Liczby n = 2 1 n = 3 spelniaja warunki zadania, bowiem liczby
22.2-1=7 22.3—-1=11, 2°.3—-1=23

sg pierwsze. Ponizej wykazemy na dwa rozne sposoby, ze liczby n > 4 nie
speliajg warunkéw zadania.

Sposob 1. Jesli n > 4 jest liczbg parzysta, to n — 1 jest nieparzysta liczba
wiekszg lub réwng 3, a wiec ma nieparzysty dzielnik pierwszy p. Wowczas
2 < p— 1< n. Z malego twierdzenia Fermata wynika, ze

2l —1=2"1-1=0 (mod p),

wiec 2P71 . n — 1 dzieli sie przez p. Liczba ta jest wicksza od p, wiec jest
ztozona. Stad n nie spetnia warunkéw zadania

Jesli n > 5 jest liczba nieparzysta, to liczba n — 2 jest nieparzysta liczba
wigksza lub rowng 3, a wiec ma nieparzysty dzielnik pierwszy p. Jesli p = 3,
to liczba 23 -n — 1 = 8(n — 2) + 15 dzieli si¢ przez 3 i jest wigksza od 3, jest
wiec ztozona. W przeciwnym razie p > 5, wtedy 2 < p — 2 < n. Z matego
twierdzenia Fermata wynika, ze

27%.p—1=20%2.2-1=2"1—-1=0 (mod p),
wiec 2P72 . n — 1 dzieli sie przez p. Jest to liczba wieksza od p, wiec jest

zlozona. Zatem n nie spelnia warunkéw zadania.

Sposéb 2. Jesli n — 1 ma nieparzysty dzielnik pierwszy, to analogicznie jak w
sposobie pierwszym dowodzimy, ze n nie spetnia warunkéw zadania. Liczba
n = 5 nie spetnia warunkéw zadania, bo 23 -5 — 1 = 3 - 13. Do rozwazenia
pozostal przypadek, gdy n = 2% 4 1, gdzie k > 3. Oczywiscie k < n. Mamy

2]671” — 1= 22]@71 + 2]671 — 1= 22]671 + 2k . 2k71 — 1= (2k o 1)<2k71 + 1)

Powyzsza liczba jest ztozona, a zatem n nie spetnia warunkéw zadania.
Odpowiedz: n € {2,3}.



3. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC', przy czym kat BPC
jest prosty. Na zewnatrz trojkata ABC' zbudowano trojkaty AQB i ARC),
przy czym SABQ = JPBC, YQAB = YPAC, YRCA = $PCB oraz
SCOAR = $BAP. Wykazaé, ze punkty P, @, R leza na jednej prostej.

Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie: Niech X bedzie spodkiem wysokosci trojkata ABC poprowa-
dzonej z punktu B. Wowczas punkty P i X lezg na okregu o $rednicy BC.
Zauwazmy, ze

JABQ = 4CBP = 180° — 4PXC = 4AXP.

Ponadto z zaltozen zadania mamy $QAB = SPAX. Stad trojkaty AQB i
APX sa podobne (cecha podobienstwa kat-kat). Zatem
AQ AB
AP AX'
Ponadto
YOAP = SQAB + SBAP — $PAX + $BAP — S BAX.

Z powyzszych réwnosci wynika, ze tréjkaty QAP i BAX sa podobne (cecha
bok-kat-bok). Stad wynika, ze $APQ = SAXB = 90°.

W pelni analogicznie dowodzimy, ze <RPA = 90°. Zatem punkty Q i R
leza na prostej prostopadtej do AP przechodzacej przez P.




LXXVI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

4.7 planszy (2n+1)x (2n+1), gdzie n > 2 jest liczba
catkowita, usunieto pola w parzystych wierszach i ko-
lumnach, otrzymujac labirynt (patrz rysunek). Po la-
biryncie chodzi mrowka, a jej pojedynczy krok polega
na przejsciu na jedno z sasiednich pol. Wyznaczyd¢,
w zaleznosci od n, najmniejsza liczbe krokéw, ktore
musi wykona¢ mrowka, aby odwiedzi¢ kazde pole labi-
ryntu. Pole startowe wybiera mréwka. Pole startowe Labirynt dla n = 3 oraz
i pole koficowe uznajemy za odwiedzone. Pola moga — mozliwe kroki mréwki

, . . . terech réznych jej
by¢ odwiedzane wielokrotnie. W CZLEIe TOZTyCh )€
pozycjach.

Autorzy zadania: Marta © Michal Strzeleccy

Rozwigzanie: Kazde pole labiryntu znajdujace sie w nieparzystych wierszach
i kolumnach pokolorujmy na czerwono, a pozostate pola labiryntu — na
zielono. Pol czerwonych jest (n + 1)?, a zielonych — 2n(n + 1). Dowolne
dwa sasiadujace pola sa réznych kolorow. Stad wniosek, ze aby odwiedzi¢
wszystkie zielone pola potrzeba co najmniej 2(2n(n+1) — 1) = 4n? +4n — 2
krokow.

Wykazemy teraz, ze szacowanie otrzymane powyzej jest optymalne. Roz-
wazmy wezyk przedstawiony na lewym rysunku. Wezyk zaczyna si¢ w lewym
géornym polu, przechodzi na drugi koniec wiersza, schodzi dwa pola nizej,
przechodzi na drugi koniec wiersza, i tak dalej.




Opiszemy teraz przyktadowa optymalng trase mrowki. Mréwka zaczyna
spacer w polu znajdujacym si¢ w drugim wierszu i pierwszej kolumnie. Prze-
chodzi do lewego gérnego pola, a nastepnie idzie wzdtuz wezyka trzymajac
sie caly czas nastepujacej reguty: jesli mrowka znajduje sie w polu bezpo-
srednio pod nieodwiedzonym dotychczas zielonym polem, to wchodzi na to
zielone pole. Jesli byto to ostatnie nieodwiedzone zielone pole, konczy spa-
cer. W przeciwnym razie mrowka natychmiast wraca na poprzednie pole i
kontynuuje spacer wzdtuz wezyka.

W ten sposob wszystkie pola z wezyka beda odwiedzane w tej samej
kolejnosci, w jakiej znajduja sie w wezyku. Bezposrednio nad ostatnim polem
wezyka znajduje sie zielone pole (ktore jest rézne od pola startowego, gdyz
n > 2), a wiec spacer mréwki nie zakonczy sie wezesniej niz dotrze na owo
pole. W wezyku znajduja sie wszystkie czerwone pola, wiec wszystkie one
zostana odwiedzone. Wszystkie pola labiryntu poza wezykiem sa zielone i
znajduja si¢ bezposrednio nad jakims$ czerwonym polem z wezyka, a wigc
one wszystkie tez zostang odwiedzone. Pozostaje zauwazy¢, ze dla takiej
trasy mrowka zaczyna i konczy wedréwke na zielonym polu i kazde zielone
pole odwiedza doktadnie raz. Stad mréwka wykona dokladnie 2(2n%+2n—1)
krokow.

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Okrag o srodku J jest styczny do
boku BC w punkcie D, do przedtuzenia boku AC' w punkcie E i do przedtu-
zenia boku AB w punkcie F'. Prosta DFE przecina proste C'J i B.J odpowied-
nio w punktach P i Q). Punkt M jest srodkiem odcinka AD. Wykazac, ze
PM =QM.

Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie:

Sposéb 1. Oznaczmy o = $BAC, B = 4CBA, v = <IAC'B Proste BJ
i CJ sa dwusiecznymi katéw FBC i BCE, wiec <JBC = (180° p) i
IBCJ = %(180"—7). Stad $CJB = 180°~<4JBC—<4BCJ = =90°—5
i 4JQE = 90° — 4CJB = 5. Prosta AJ jest dwusieczng kata BAC, wigc
SJAE = 5. Zatem katy JQE i JAE sa réwne. Przy tym punkty A i Q leza
po tej samej stronie prostej JFE, wiec punkty A, @, J, E leza na jednym
okregu. Poniewaz <AEJ = 90°, wiec réwniez $JQA = 90°.

le
w\



Niech A" bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem prostej B.J. Po-
niewaz BJ jest dwusieczng kata miedzy prostymi AB i BC, wiec A’ lezy na
BC'. Oprécz tego @ jest srodkiem odcinka AA’, bo kat JQA jest prosty. Ko-
rzystajac z twierdzenia o linii Srodkowej mamy PM = JEA i QM = ;A'D.
Ponadto A’D = AF, gdyz odcinki te sa symetryczne wzgledem B.J oraz
AF = AFE, gdyz s to odcinki styczne poprowadzone z punktu A do okregu
z zadania. L.aczac otrzymane réwnosci odcinkéw dostajemy

1 1 1
QM = -A'D = ~AF = ~AE = PM.
2 2 2

Sposob 2. Niech R bedzie punktem przeciecia prostych DF i C'J. Analogicz-
nie jak w sposobie pierwszym dowodzimy, ze () i R leza na okregu o $rednicy
AJ. Proste AQ i DF sa rownolegle, bo obie sg prostopadte do BJ. Podobnie,
AR i DE sa rownolegte, bo sg prostopadie do C'J. Wobec tego czworokat
AQDR jest réwnolegtobokiem. Punkt M, czyli érodek odcinka AD, jest jed-
noczesnie $rodkiem QR. Trojkat PQR jest prostokatny, a M jest srodkiem
jego przeciwprostokatnej QR. Stad PM = QM.



6. Dane sg liczby catkowite 1 < k& < n. Zatézmy, ze ciag ai,as,...,a,
spelia nieréwnosci 0 < a1 < as < ... < aporaz 0 < a, < ap_1 < ... < Q.
Liczby aq,as, ..., a, ustawiono w kolejnosci niemalejacej, otrzymujac ciag
by, bs, ..., b,. Wykazaé, ze

n n n n
ZZ(] —i)%a;a; < ZZ(] —1)°b;b;.
i=1 j=1 i=1 j=1
Autor zadania: Piotr Nayar
Rozwigzanie: Nierownosé z tezy jest rownowazna nieréwnosci

Yo G =i aa; < D (G —0)?biby, (@)

1<i<j<n 1<i<j<n

gdyz dla i = j sktadniki sum zeruja si¢, a sktadniki odpowiednich sum dla
par i, i j,% sg takie same.

Udowodnimy przez indukcje, ze nier6wnos$é¢ (©) zachodzi dla dowolnych
ciggow spetiajacych zatozenia zadania. Przypadek bazowy n = 1 jest oczy-
wisty. Przejdzmy do kroku indukcyjnego.

Rozwazmy ciag ay, as, ..., a, spetiajacy zalozenia zadania. Wowczas
by = ay lub by = a,. Zastepujac w razie potrzeby ciag ay, as, ..., a, cig-
giem ay,, a,_1, ..., a; mozemy zatozy¢, ze by = a;. Rzeczywiscie, przy takiej

zamianie obie strony dowodzonej nieréwnosci nie zmienig sie. Zauwazmy, ze

clag ay = ag, ay = as, ..., a,_; = a, spelnia zalozenie indukcyjne, a jego



niemalejaca permutacja jest ciag b] = bq, b, = bs, ..., bl _; = b,. Dostajemy

Y G -lda < Y (- i)BY,

1<i<j<n—1 1<i<j<n—1

czyli

G0 < D (1) biby. C))

2<i<j<n 2<i<j<n

Wystarczy zatem udowodnic, ze

Y =1 <D G- 1%, (®)
j=2 j=2
gdyz ar - (#) + (&) = (V).
Zauwazmy, ze ciagi 12,22 ... (n—1)*i by, b3, . . ., b, sa niemalejace, a ciag
as, as, - . ., a, jest permutacjg ciagu by, bs, . . ., b,. Stosujac nieréwnos¢ miedzy

ciagami jednomonotonicznymi, dostajemy ().

Uwaga. Nierownos¢ miedzy ciagami jednomonotonicznymi orzeka, ze jesli
1 < 29 < ... < xpiy; < yo < ... < Yy, to dla dowolnej permutacji
o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} zachodza nieréwnosci

Z wz‘yz Z xzya () Z LiYn—i+1- (<>)
=1

Dowdd tej nieréwnosci wykorzystuje nastepujacy lemat: jezelia > bic > d,
to ac+ bd > ad + be. Lemat jest réwnowazny nieréwnosci (a — b)(c —d) > 0,
prawdziwej na mocy przyjetych zatozen.

Jesli yo(j) > Yoy dla pewnych j < k, to mozemy zamieni¢ miejscami
Yo(j) 1 Yo(k), tym samym nie zmniejszajac wartosci sumy » . | Yy(;). Po
wykonaniu skonczenie wielu takich zamian dochodzimy do sytuacji, w kto-
rej Ciag Yo(1): Yo(2): - - - » Yo(n) Jest posortowany niemalejgco. Stad wynika lewa
z nieréwnosci (). Prawej nieréwnosci dowodzi sie analogicznie, sukcesywnie
zamieniajac liczby Yo (j), Yor), dla ktorych j < ki y,(;y < yo), ostatecznie
doprowadzajac do sytuacji, w ktorej ciag ys(1), Yo(2), - - - » Yo(n) jest nierosnacy.



