LXXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
2 kwietnia 2025 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Wyznaczy¢ wszystkie czwérki liczb rzeczywistych (a, b, ¢, d) spel-
niajace uktad réwnan

at+b+c+d=0
A+ +E+d?=12
abed = —3

2. Dane sa takie dodatnie liczby catkowite k, m,n, p, ze p = 22" 41,
p jest liczbg pierwsza i 28 —m dzieli sie przez p. Wykazaé, ze istnieje
taka dodatnia liczba catkowita ¢, ze liczba 2¢ —m dzieli sie przez p>.

3. Dana jest dodatnia liczba catkowita k oraz k koloréw. Zbior
2k punktow plaszczyzny nazwiemy barwnym, jesli zawiera po dwa
punkty kazdego koloru oraz odcinki taczace pary punktow tego sa-
mego koloru sa parami roztaczne. Wyznaczy¢, w zaleznosci od k,
najmniejsza liczbe catkowita n > 2 o nastepujacej wlasnosci: w kaz-
dym zbiorze nk punktéw plaszczyzny, z ktorych zadne trzy nie sa
wspotliniowe, zawierajacym po n punktow kazdego koloru istnieje
barwny podzbior.

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnoéci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystac¢ z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.

LXXVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
3 kwietnia 2025 r. (drugi dzien zawodow)

4. Dana jest liczba catkowita n > 2 oraz zbiér S sktadajacy sie
z 2n dodatnich liczb catkowitych nie wickszych od n?. Udowodnié¢,
ze istnieje liczba catkowita r € {1,2,...,n}, ktéra mozna zapisaé
w postaci r = a — b dla a,b € S na co najmniej trzy rézne sposoby.

5. Dany jest czworokat wypukly ABC'D niebedacy trapezem wpi-
sany w pewien okrag i opisany na okregu w. Oznaczmy punkty stycz-
nosci okregu w z bokami AB, BC, C'D, DA odpowiednio przez K,
L, M, N. Okrag o srodku I, rozny od w, jest styczny do boku AB
i prostych AD i BC. Okrag o srodku I, rézny od w, jest styczny
do boku BC' i prostych AB i C'D. Okrag o srodku Iy, rézny od w,
jest styczny do boku C'D i prostych AD i BC'. Okrag o srodku Iy,
rozny od w, jest styczny do boku AD i prostych AB i CD. Wykaza¢,
ze proste Ix K, I L, IyyM, InN przecinaja si¢ w jednym punkcie.

6. Dana jest malejaca funkcja f: (0,00) — (0, 00), ktéra przyjmuje
wszystkie dodatnie wartosci. Dane sg dodatnie liczby a; # b;. Liczby
ag, by, ag, b, ay, by, ... speliajg zaleznosci

Anp+1 = QAp + f(bn)a bn+1 - bn + f(an)

dla kazdego n > 1. Wykazaé, ze |a, — b,| > 2025 dla pewnej dodat-
niej liczby catkowitej n.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielno$ci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawod6éw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.



