LXXVI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

1. Wyznaczy¢ wszystkie czwoérki liczb rzeczywistych (a, b, ¢, d) spelniajace
uktad rownan

a+b+c+d=0
A+ +E+d2=12
abed = —3

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie: Permutowanie zmiennych oraz przemnozenie wszystkich zmien-
nych przez —1 nie zmienia uktadu réwnan. Mozna wiec bez straty ogdlnosci
zatozy¢, ze co najmniej dwie z liczb a, b, ¢, d sa nieujemne. Z trzeciego réwna-
nia wynika, ze liczby a, b, ¢, d sa niezerowe i doktadnie trzy z nich sa dodatnie.
Bez straty ogo6lnosci przyjmijmy, ze a,b,c > 01id < 0.

7, pierwszego roOwnania wyznaczamy d = —a — b — c¢. Podstawiajac wyli-
czong warto$é¢ do pozostatych dwoch réwnan otrzymujemy po prostych prze-
ksztatceniach

a’>+ 0%+ c*+ab+bc+ca =6
abc(a +b+c¢) =3

Z réwnania abc(a + b+ ¢) = 3 wynika zwigzek c(a + b+ ¢) = 3. Wobec
tego
3
6=a’+b"+ab+cla+b+c) :a2+62+ab+—b.
a
Roéwnowaznie:

O:(a—b)z+%(ab—1)2,

skad wynika, ze a = b i ab = 1. Zatem a = b = 1. Po podstawieniu do
abc(a + b + ¢) = 3 dostajemy c(c + 2) = 3. Wobec dodatniosci liczby ¢
dostajemy ¢ = 1. Stad d = —a — b — ¢ = —3. Bezposrednio sprawdzamy, ze
otrzymana czworka spelnia wyjsciowy uktad réwnan. Uwzgledniajac pierwsze
zdanie dowodu otrzymujemy pozostate rozwigzania.

Odpowiedz: Czworki (1,1,1,-3), (—1,—1, —1, 3) oraz ich permutacje.



2. Dane sa takie dodatnie liczby caltkowite k,m,n,p, ze p = 22" 4+ 1, p jest
liczba pierwsza i 2% —m dzieli sie przez p. Wykazaé, ze istnieje taka dodatnia
liczba catkowita ¢, ze liczba 2¢ — m dzieli sie przez p?.

Autor zadania: Tomasz Kobos

Rozwigzanie: 7 postaci liczby p wynika, ze p > 2 oraz p { m (w przeciwnym
razie liczba p = 22" + 1 bytaby dzielnikiem liczby 2*, co nie jest mozliwe,
bo jedynym dzielnikiem pierwszym liczby 2* jest 2). Stad NWD(p, 2m) = 1,
co oznacza, ze istnieje dodatnia liczba catkowita s spetniajaca kongruencje
2ms =1 (mod p).

7 zalozenia wynika, ze 28 = bp + m (mod p?) dla pewnej nieujemnej
liczby catkowitej b. Udowodnimy, ze liczba £ = k + 2" . bs spetnia warunki
zadania. Jest to jasne, gdy b = 0. Dla b > 1 mamy

2bs
n 20s\ -
22" — (p— 1) = 1 —2bsp+ E < S)pl(—l)%s_’ =1-2bsp (mod p?).

, 1
1=2
Wobec tego
20 = 2. 22" = (bp 4+ m)(1 — 2bsp) = m + pb(1 — 2ms) =m  (mod p?)

— ostatnia kongruencja wynika z tego, ze liczba 1 — 2ms dzieli sie przez p.

3. Dana jest dodatnia liczba catkowita k oraz k kolorow. Zbiér 2k punktow
ptaszczyzny nazwiemy barwnym, jesli zawiera po dwa punkty kazdego koloru
oraz odcinki taczace pary punktow tego samego koloru sa parami roztaczne.
Wyznaczy¢, w zalezno$ci od k, najmniejsza liczbe catkowita n > 2 o nastepu-
jacej wlasnosci: w kazdym zbiorze nk punktéw plaszczyzny, z ktorych zadne
trzy nie sg wspotliniowe, zawierajacym po n punktéw kazdego koloru istnieje
barwny podzbioér.

Autor zadania: tukasz Bozyk

Rozwigzanie: Rozszerzamy pojecie zbioréw barwnych do sytuacji ogélniej-
szej, w ktorej do dyspozycji jest ¢ kolorow. Zbiér 2¢ punktow plaszezyzny
nazwiemy {-barwnym, jesli zawiera po dwa punkty kazdego koloru oraz od-

cinki taczace pary punktéw tego samego koloru sa parami roztaczne.

Stwierdzenie. Niech 1 < n < k. Rozwazmy zbiér S ztozony z nk punktow Aj,
Ag, ..., Apk lezacych na jednym okregu w tej kolejnosci. Dla kazdego ¢ punkt



A; kolorujemy na kolor (i), gdzie r(i) oznacza reszte z dzielenia i przez k.
Woweczas nie istnieje k-barwny podzbior zbioru S.

Dowad stwierdzenia. Indukcja po k. Dla k = 1 mamy n = 11 teza stwierdzenia
jest oczywista — zbidér S sktada sie tylko z jednego punktu, a 1-barwny zbior
powinien zawiera¢ dwa punkty.

Ustalmy 1 < n < k, przy czym k > 2. Zaldézmy, ze dla wszystkich
1 < n' < k—1 teza stwierdzenia dla pary (n’, k—1) jest prawdziwa. Udowod-
nimy, ze jest tez prawdziwa dla pary (n, k). Zalézmy nie wprost, ze B jest k-
barwnym podzbiorem zbioru S i narysujmy k odcinkéw taczacych punkty ze
zbioru B tego samego koloru. Poniewaz punkty ze zbioru S sg wierzchotkami
wielokata wypuktego, i zadne dwa narysowane odcinki sie nie przecinaja,
wiec ktorys z narysowanych odcinkéw wyznacza taka prosta, ze wszystkie
pozostate punkty zbioru S lezg po tej samej stronie tej prostej. Zmienmy
numeracje punktow w taki sposob, by odcinkiem o opisanej wtasnosci byt
A A dla pewnego s, a pozostate punkty ze zbioru S miaty indeksy mniej-
sze od sk. Zbior B' = B\ {Ask, Ank} jest (K — 1)-barwny. Rozwazmy zbiér
S" = {A1, Aoy A \ { Ak, Aok, ..., Ak} Zbior S’ sklada sie z s(k — 1)
punktéw pokolorowanych na k — 1 kolorow, po s punktéw w kazdym kolorze,
przy czym kolorowanie spetnia zalozenia stwierdzenia przy (n, k) zastapio-
nym przez (s, k—1). Z zalozenia indukcyjnego wynika wiec, ze S’ nie zawiera
(k — 1)-barwnego podzbioru — otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowdd stwier-
dzenia. O

Ze stwierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze liczby n nie wieksze od k
nie maja zadanej wtasnosci. Teraz udowodnimy, ze n = k + 1 ma zadang
wlasnosé.

Rozwazmy zbioér S ztozony z k(k + 1) punktéw na plaszezyznie, po k+ 1
punktéw w kazdym kolorze, przy czym zadne trzy z nich nie lezg na jednej
prostej. Wprowadzmy uktad wspoétrzednych w taki sposob, ze odciete punk-
tow ze zbioru S sg parami rézne. Punkty ze zbioru S o kolorze ¢ oznaczamy
przez A;; = (x;;,v:;) dla 1 < j < k + 1. Numeracje ustalamy tak, ze dla
kazdego i i kazdych j < j" mamy z;; < x; . Niech i; bedzie tym kolorem,
dla ktérego liczba x;, » jest najmniejsza i narysujmy odcinek A; 1 4;, 2. Niech
12 bedzie tym kolorem sposrod koloréw réznych od 7y, dla ktérego liczba x;, 3
jest najmniejsza. Narysujmy odcinek A;, 2A4;, 5. Procedure kontynuujemy: w
s-tym kroku znajdujemy kolor i,, dla ktorego

Ti, s41 = min{x; s : @ # i; dla kazdego t < s}

i rysujemy odcinek A;, ;A;, s41. Procedure konczymy po wyczerpaniu wszyst-



kich k£ koloréw. W ten sposéb narysowalismy k& odcinkow, kazdy z nich taczy
punkty jednego koloru, i dla kazdych dwo6ch odcinkéw kolory te sa rézne.
Zadne dwa narysowane odcinki nie przecinaja sie, bo kolejne kolory dobrane
zostaly tak, ze

Tig1 < Tip 2 < Ty 2 < Ty 3 < Tig3 < Tiga < o0 < T 1k < Tijp k < iy kt1-

Zatem zbior { A, 1, Ay 2, Ais 2y Aiy 3y - - oy Aiy ks Aiy k41 jest barwnym podzbio-
rem zbioru S.

Odpowiedz: Najmniejszym takim n jest n = k + 1.



LXXVI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

4. Dana jest liczba catkowita n > 2 oraz zbiér S skladajacy sie z 2n do-
datnich liczb catkowitych nie wigkszych od n?. Udowodnié, ze istnieje liczba
catkowita r € {1,2,...,n}, ktéra mozna zapisaé w postaci r = a — b dla
a,b € S na co najmniej trzy rézne sposoby.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Oznaczmy przez si, So, ..., Sg, elementy zbioru S, przy czym
81 < S < ... < Sg,. Wykazemy, ze istnieje taka liczba r € {1,2,...,n}, ze
co najmniej trzy z nastepujacych réznic

S9 — 81, 83 — S2, ..., San — San-—1

sg rOwne 7.
Zaloézmy przeciwnie: kazda z liczb 1,2, ..., n wystepuje wsréd powyzszych
roznic co najwyzej dwa razy. Z jednej strony

2n—1
S (skpr—se)=1+142424 . +(n—-1)+(n—1)+n=n"
k=1

7 drugiej strony, skoro 1 < 81 i 59, < 12,

2n—1

2
E (3k+1—5k):52n—51 <n”—1
k=1

Otrzymane nieréwnosci prowadza do sprzecznosci.

5. Dany jest czworokat wypukly ABC'D niebedacy trapezem wpisany w
pewien okrag i opisany na okregu w. Oznaczmy punkty stycznosci okregu
w z bokami AB, BC, CD, DA odpowiednio przez K, L, M, N. Okrag o
srodku I, rézny od w, jest styczny do boku AB i prostych AD i BC'. Okrag
o $rodku Ij, rézny od w, jest styczny do boku BC i prostych AB i CD.
Okrag o érodku Iy, rézny od w, jest styczny do boku CD i prostych AD i



BC'. Okrag o srodku Iy, rézny od w, jest styczny do boku AD i prostych AB
i CD. Wykaza¢, ze proste Ix K, I L, Iy;M, IyN przecinaja sie w jednym
punkcie.

Autor zadania: Michal Kieza

Rozwigzanie: Oznaczmy srodek okregu w przez I. Punkty I, I, I, sa wspot-
liniowe, bo leza na dwusiecznej kata miedzy prostymi AD i BC. Zauwazmy,
ze proste KL i Il sa réwnolegte, bo obie sg prostopadte do prostej BI.
Analogicznie LM || IpIpy, MN || InIn, NK || InIk.

Skoro proste CI i CI,; sa prostopadie, to C' lezy na okregu o srednicy
ITy;. Analogicznie D tez lezy na tym okregu. Mamy wiec

YOIT = ¥CDI = %qcm _ %(180° — YABC) = 4LKB = ¥LME,

przy czym kolejne réwnosci biorg sie z:

e wspotokregowosci punktow C Iy, D, I,

tego, ze DI jest dwusieczna kata CDA,

wspotokregowosci punktow A, B, C, D,

e rownoramiennosci trojkata BK L,

zaleznosci miedzy katem dopisanym i katem wpisanym.




Otrzymana réwnosé wraz z réwnolegloscia LM || Il implikuje, ze
KM || I1y. Z wszystkich otrzymanych réwnolegtosci wynika, ze czworokaty
KLMN i IglplyIy sa jednoktadne lub jeden z drugiego powstaje przez
przesuniecie o wektor. Druga opcja jednak odpada, bo skala podobienstwa
czworokatow K LMN i Ilply Iy jest rozna od 1, gdyz K LM N catkowicie
zawiera sie wewnatrz [ Iyl Iy. Wykazaliémy wiec, ze proste Ix K, I L,
Iy M, InN przecinaja sie w jednym punkcie — $rodku jednoktadnosci prze-
ksztatcajacej KLMN na Il Iy Iy.

6. Dana jest malejaca funkcja f: (0,00) — (0, 00), ktéra przyjmuje wszyst-
kie dodatnie wartosci. Dane sg dodatnie liczby a; # by. Liczby as, by, a3, bs,
ay, by, ... spetniaja zaleznosci

Ap+1 = Qp + f(bn)7 bn+1 - bn + f(an)

dla kazdego n > 1. Wykazaé, ze |a,, — b,| > 2025 dla pewnej dodatniej liczby
catkowitej n.

Autor zadania: Daniel Goc

Rozwigzanie: Jedli ciag ay, as, ... jest ograniczony z gory, to istnieje M > 0,
takie ze a, < M dla kazdego n. Wtedy b,.1 = b, + f(a,) > b, + f(M) dla
dowolnego n, skad otrzymujemy b,.1 > by + nf(M). Wtedy dla dostatecz-
nie duzego n mamy b, > 2025 + M, skad |a, — b,| > 2025. Analogicznie
rozumujemy, gdy ciag by, by, ... jest ograniczony z gory.

Do rozwazenia pozostaje przypadek, gdy oba ciggi s nieograniczone z
gory. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze a; > by. Zdefiniujmy ¢, = a,, — b,
dla dowolnego n > 1. Oznaczmy d = %(al —by). Zauwazmy, ze a1 < ag < ...
ib <by < ... aponadto dla dowolnego n mamy

Cnt+1 = Cp + f(bn) - f(an) > Cp,

skad wynika, ze ¢, > ¢; = 3d dla dowolnego n > 1.

Lemat 1. Jeslim = n i by, < ay, t0 byt < apyy-
Dowdd lematu 1. Mamy b, < a,, < ay,, wiec f(a,) < f(b,). Stad i z zatozenia
by < a, dostajemy b,,11 = by + fam) < an + f(bn) = ani1. O

Ustalmy liczbe catkowita N tak duza, ze f(by) < d. Wéwezas f(a,) < d
i f(b,) < d dla dowolnego n > N.

Lemat 2. Dla kazdego n > N istnieje m > n, takie ze ¢, > ¢, + d.



Dowdd lematu 2. Ustalmy n > N. Niech ¢ bedzie najwieksza liczbag caltkowita
spetiajaca nieréwnosé b, < a,. Wtedy a,, — b,1¢ < d, bo w przeciwnym
razie mieliby$my b, 11 = byie+ f(anie) < bpye+d < a, whrew wyborowi /.
Z lematu 1. dostajemy przez prosta indukcje a; > b;4, dla dowolnego j > n.
W konsekwencji f(a;) < f(bj¢) dla dowolnego j > n.

Zauwazmy, ze dla dowolnego m > n + ¢ mamy

cm:%+§:g@y—ﬂ%»:%+A+B—c,

gdzie
n+4—1 m—~_—1 m—1
A= fb), B= DY (flbjro) = fa;), C= > [flay).
j=n j=n j=m—t

Zauwazmy, ze
A=apiv—an 2 apyg —bpiy—d=cpip—d>cp —d=2d.

Ponadto B > 0, bo kazdy sktadnik sumy we wzorze definiujagcym B jest
dodatni. Wybierzmy liczbe m tak duza, ze f(am—¢) < 4. Mamy

C < (- flams) < d.

W takim razie A+ B — C' > 2d + 0 — d = d, co konczy dowdd lematu. [

Sukcesywnie stosujemy Lemat 2. i otrzymujemy rosnacy ciag indeksow
N = mg,my,ma, ..., taki ze ¢, > Cm, + d dla dowolnego j > 0. Wynika
stad, ze ¢, > cn +jd dla dowolnego j. Jezeli wiec j > 2025 , to

Cm; > N + gd > 2025.



